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INTRODUCTION. 



Ce Livre ne doit faire double emploi ni avec mon Ouvrage sur 
Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, ni avec le 
Traité de Mécanique céleste de Tisserand. 

DansZ,e5 Méthodes nouvelles je me suis placé le plus souvent 
au point de vue du géomètre et j'ai recherché la rigueur analy- 
tique; j'ai, par exemple, consacré à la question de convergence 
des séries de longs eflbrts et des pages nombreuses; ici, au con- 
traire, je laisserai cette question complètement de côté et le lecteur 
qui désirerait l'étudier devrait se reporter aux Volumes que je 
viens de citer. 

D'autre part, dans ces Volumes, j'ai poussé l'approximation 
beaucoup plus loin que ne l'exige la pratique; j'ai pu ainsi faire 
ressortir des circonstances tout à fait imprévues, dont l'importance 
analytique est très grande, mais qui n'ont aucun intérêt pour l'as- 
tronome praticien, et n'en acquerront que le jour où la précision 
des observations sera beaucoup plus grande qu'aujourd'hui, ou 
quand on voudra comparer des observations s'étendant sur une 
longue suite de siècles. 

Au contraire, j'ai regardé les résultats anciens comme connus, de 
sorte que j'ai peu insisté sur le lien qui rattache les méthodes nou- 
velles aux anciennes et sur la façon dont celles-là sont sorties de 
celles-ci. 



VI INTRODUCTION. 

L'Ouvrage n'était donc pas accessible au débutant et ne conve- 
nait qu'au lecteur déjà familier avec la Mécanique céleste. 

Ici, au contraire, je me borne à reproduire les leçons que j'ai 
professées devant les élèves de la Sorbonne et je prends le pro- 
blème à son début, en supposant connus seulement les principes 
de l'Analyse et de la Mécanique, ainsi que les lois de Kepler et de 
Newton. Je n'emprunte aux méthodes nouvelles que leurs résul- 
tats essentiels, ceux qui sont susceptibles d'une application immé- 
diate, en m'eflbrçant de les rattacher le plus intimement possible 
à la méthode classique de la variation des constantes. 

D'un autre côté. Tisserand s'est constamment préoccupé de 
reproduire aussi fidèlement qu'il a pu la pensée des fondateurs de 
la Mécanique céleste et, en effet, son Livre nous la rend tout entière 
sous une forme condensée. Je n'avais pas à refaire ce qu'il avait 
fait et bien fait. 

J'ai été plus droit au but; le chemin suivi par nos devanciers 
n'a pas toujours été le plus direct: en pareil cas, j'ai coupé au 
court; je me privais ainsi de tout ce qu'ils avaient vu en route et 
qui souvent était plein d'intérêt; mais je n'avais pas à le regretter, 
puisque Tisserand nous l'avait montré. 

Ce nouveau Livre ne dispensera donc pas de lire les deux Livres 
anciens et dans la suite j'y ferai de fréquents renvois. 
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CHAPITRE I. 

PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 



Il ne s'agit ici ni des fondements expérimentaux ni des prin- 
cipes philosophiques de la Mécanique, mais uniquement de cer- 
taines transformations analytiques dont la connaissance est indis- 
pensable à celui qui veut étudier la Dynamique. Ce sont celles 
qui ont fait l'objet des célèbres Vorlesungen liber Dynamik de 
Jacobi. 

1. ÉqaationseanoniqaeB. — Soient 

y\t yti • • •» ^n 

2n variables réparties en deux séries, et soit F une fonction quel- 
conque de ces 2/1 variables. Envisageons les équations diflFé- 
rentielles 

^'^ dt ~ djr,' de "" dv(' 

Les équations différentielles de cette forme s'appelleront équa- 
tions canoniques. 

Si l'on avait intégré complètement ces équations, on aurait 
^ -V exprimé les incoimues x eiy en fonction du temps < et de 2/1 oou- 

P. — I. I 
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stantes d'intégrations 

Remarquons en passant que le déterminant fonctionnel des x et 
ddsy par rapport aux constantes a ne peut être identiquement nul. 
S'il Tétait, en eflet, il y aurait entre les x, lesjK et les t une relation 
indépendante des a ; on ne pourrait donc attribuer aux x et auxj>^ 
de valeurs initiales quelconques pour t = Iq. 

Il est aisé de voir, en outre, qu'on aura, en vertu des équations (i), 

dt "" 2à\dxi dt.T^dyi dt J"^' 
d'où pcw-^«Sl^ 

F = const., 

ce qui nous donne une intégrale des équations (i). 

Cette intégrale peut s'appeler intégrale des forces vives ; car, dans 
le cas des équations de la Dynamique, elle n'est pas autre chose, 
comme nous le verrons, que l'équition de la conservation de 
l'énergie. 

2. Les équations canoniques (i) peuvent se. mettre sous une 
forme différente, mais équivalente : 

Supposons que tout ait été exprimé en fonction de t et des con- 
stantes a; on aura identiquement : 

d ^ dv d ^ dv _ ^ dx dy ^ dy dx 

^^^ di 2à^ dT^" TfT^ 2d^ tt " 2à'di d^.'^2àdt d^k' 

oLfi étant l'une quelconque des constantes d'intégration. On aura 
d'ailleurs 

^ ^ doLf, " ^~dy dôû '^ jiàdx d%k ' 

En vertu des équations (i) le second membre de (2) est égal à 
celui de (3) ; on aura donc 

d ^ dv d ^ dy ^ dF 

*^ dt 2d^ d%k ~ d^k 2d^ 'di '' dTu' 

On aura 'in équations de cette forme puisque l'indice k peut 
prendre les valeurs 1, 'à, ..., 2«. 

Réciproquement, si l'équation (4) «^ lieu, le second membre 
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de (2) est égala celui de (3), ce qui peut s'écrire 

y^ /dx dF\ dy ^ / dy dF\ dx _^ 
^\'dt ^ lïy ) "dÔL^ "^ 2d\di ~^ m ) d^k ~ ^' 

Ces 2 n équations sont linéaires par rapport aux 2/i inconnues 

dt dy' [di'^dx)' 

le déterminant de ces 2n équations linéaires qui n'est autre chose 
que le déterminant fonctionnel des x et des y par rapport aux a ne 
peut être identiquement nul. Donc les 2/1 inconnues doivent être 
nulles, ce qui veut dire que les équations (i) sont satisfaites. 

\insi les équations (i) peuvent se déduire des équations (4), de 
même que les ^équations (4) des équations (1); les deux systèmes 
d'équations sont donc équivalents. 

3. Changements canoniques de variables. — Soient 

y ly y-xt • • • > yn 

2 n fonctions des in \ariables anciennes x^\.y. Nous pourrons faire 
un changement de variables, en prenant pour variables nouvelles 
les x' et les^. 

Je suppose que les relations qui lient les variables nouvelles aux 
variables anciennes soient telles que l'expression 

^^x'dy' — ^.^ dy = dS 

soit une différentielle exacte; je dis que le changement de 
variables n'altérera pas la forme canonique des équations (i) qui 
deviendront 

dx'i dF dy- dF 



En effet on a 






dy _ dS 
d(Xk "" d%k' 



2;-'î-2;--=- 



dt dt 
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et Fon en déduit l'identité 

^^^ 'dtZà doLk d%k ^ dt " dt 2d dT^ dT^Ad 



^ JT — 7 • 



Des équations (i) on peut déduire les équations (4)<. celles-ci 
cause de l'identité (5) donneront 

qui ne diflerent des équations (4) que par la substitution de^ 
variables nouvelles x' et y aux variables anciennes x et y, Nou? 
avons vu que des équations (4) on peut déduire les équations (O : 
de même des équations (4 bis) on pourra déduire les équa- 
tions (i bis). Les équations (i bis) sont donc une conséquence" 
des équations (i). c. q. f. n. 

4. Exemples. — Soit, par exemple, 

dans ce cas : 

^afdy — ^xdy=^-^ydx — ^xdy = — d[^xy^ 

sera une différentielle exacte, de sorte que les équations (i), par 
suite du changement de variables, se transformeront dans les 
équations (i bis). C'est d'ailleurs ce qui se vérifie immédiatement. 

5. Supposons que les x soient liés aux x par des relations 
linéaires, et que les y soient liés aux y par d'autres relations 
linéaires. Supposons de plus que l'on ait identiquement 

(6) ^^y^^^y^ 

Il est clair que les différentielles dy seront liées aux dy par 
les mêmes relations linéaires que les j^ aux j^. Dans l'identité (6), 
nous pouvons donc remplacer lesy etles^ par les dy et les dy' , 
Il en résulte que 

^x'dy—^x dy—o 
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est, une difTérentielle exacte et que le changement de variables 
n^altère pas la forme canonique des équations. 

€3. Si nous posons 

il ^^ iendra 

X dy= 'ip cos*ii) diû H- rfp cosa> sinw, 



X dy — p rfu) = p cos 2 oi d^ii H ^9in2ii) = £/| -sin'2u> 1 

1 Lvi J 

une difléreatielle exacte. 
Si donc nous posons 

xx = /â^ cosy, , yx = /2a?', siny, , 

^ t jDour i > I 

^/ = ^}, >'/ = //; 

*^ cdilFérence \^j/rfy^ — ^^^ dy sera une différentielle exacte et 
*^ ^orme canonique des équations ne sera pas altérée. 

^. Équations de Hamilton. — Les équations de la Dynamique 
^^^ bavent se mettre facilement sous la forme canonique. 

^ous considérerons un système matériel formé de ^ points 

^^^^tériels; ces points seront soumis à des forces ne dépendant 

* ^"^ ^ de leurs coordonnées, et ces forces devront admettre une 

'^^^^ 'action des forces conformément au principe de la conservation 

1 énergie. 

Je désignerai les coordonnées du premier point matériel par 

, X2j J^z] celles du second par x^^ J75, x^; . . .; celles du f -^ j 

^ dernier par :r,i_2, x„_i, x,t. 

Je désignerai indifféremment la masse du premier par /w<, ma 
^^M /W3; celle du second par m», m^ ou /n©; .. .; celle du dernier 
l^^r m,i^2i mn-\ ou /w«. 

Dans ces conditions, la demi-force vive ou énergie cinétique T 
^Ura pour expression 



^-;2"'(t)* 
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Je désignerai par U l'énergie potentielle qui sera une fonction 
(les coordonnées, de sorte que l'énergie totale sera 

F = T-hU 
et que les équations du mouvement s'écrironi 

Nous poserons 

dri 

de sorte que ^1,^2? J^s représenteront les trois composantes de la 
quantité du mouvement du premier point matériel. On aura alors 



y) 

et 



2 ^d mi 



dxi __ yi _ dT 
dt mi dyi 

D'aulre part, l'équation (7) pourra s'écrire 

dyi_ ^_ d\^ 
dt "" dxi 

Comme T ne dépend pas des x^ ni U des )% on aura 

d'F _ rfU ^F _ r/T 

dxi dxi dyi "~ dyt 

et par conséquent 

dxj^ _ d¥^ dyt _ dF 

dt "~ dyt dt ~~ dxi* 

ce sont bien nos équations canoniques. 

8. Adoptons maintenant un système de coordonnées curvilignes 
quelconques et, au lieu de définir la position du système par 

les n coordonnées rectangulaires J?, , x^^ ..., x,,, de ses -r points 
matériels, définissons-la par n fonctions quelconques 

de ces n coordonnées rectangulaires. 
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Réciproquement, les n coordonnées rectangulaires x seront 
des fonctions des n coordonnées nouvelles q. Nous représenterons 

pour abréger les dérivées -i-^ et —j- par x\ et q\. Alors U, qui ne 

dépend que des x, ne dépendra que des q. 
Soit 

En difl'érentiant, on trouve 

(8> ''^'=2$-;''^* 

ou fcien encore 



Tous voyons que les x' sont des fonctions linéaires des q'^ dépen- 
sa xx t d'ailleurs des q^ puisque les coefficients -r^ dépendent des q 
€t jz^as des y'. 

H en résulte que T=-^m2?'^ sera un poljnome homogène 

d«. second degré par rapport aux y', dont les coefficienls dépendent 
d ailleurs des q. Si donc nous posons 

dï 

OOus aurons, en vertu du théorème des fonctions homogènes, 

cTÏ 



'^=257/' =2^'^^- 



Remarquons d'ailleurs que, si Ton exprime T en fonction des a;', 
sous la forme T = -\^/mj/^, on aura de même 

Cela posé, donnons aux variables q' des accroissements rf^', les 
variables q étant regardées comme constantes; alors les variables x 
ne subiront aucun accroissement, puisqu'elles ne dépendent que 
des q^ mais les x' subiront des accroissements dx' et la différen- 



8 CHAPITRB I. 

tiation de Téquation (9) nous donnera 

(.0) '''î=2^'^'*- 

On aura d'ailleurs 



■'^-2l^'"'=2»'^ 



dq 



OU 

(II) 



^p <iq' ^^y <i^' ' 



La comparaison des équations (8) et (10) nous montre qu'il y a 
entre les docf et les dq^ les mêmes relations linéaires qu'entre les dx 
et les dq. Dans l'identité (11) nous pouvons donc remplacer les dx* 
et les dq^ par les tlx et les dq^ ce qui donne 



Vinsi 



^<îdp—^xdy^d\^^pq—^yx^ 



est une différentielle exacte. Si donc nous prenons pour variables 
nouvelles les q et les/?, la forme canonique des équations ne sera 
pas altérée et nous aurons 



(1-2) 



dqi _ dY 
dt "" dpi 



dpi __ dF 
dt "" dqi 



Ce sont les équations de Hamilton pour un système quelconque 
de coordonnées. 



9. Systèmes à liaisons. — Il est aisé d'étendre ce résultat à un 

système à liaisons. Supposons que nos -^ points matériels soient 

soumis à a liaisons, de façon que leurs n coordonnées rectangu- 
laires puissent être exprimées en fonction de n — a = ^ variables 
indépendantes 



(i3) 



71» 7i' 



9^' 



Soient 



T/=x o,(qi, qt, ..., q^) 
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^^s expressions des n coordonnées rectangulaires en fonction de 
ces 3 variables. 
Introduisons a variables auxiliaires 

et posons 

les ^i étant des fonctions choisies de façon à se réduire à cp/ pour 

mais d'ailleurs-qnelconques. 

Si nous adoptons comme variables indépendantes 

alors les équations (i5) représenteront précisément uos équations 
de liaison. 

On voit qu'un système à liaisons se comporte comme un système 
libre à la condition qu'on lui applique certaines forces supplémen- 
taires, dites forces de liaison, et dont il est aisé de compreadre 
la signification. Supposons, par exemple, que deux points du 
système soient assujettis à rester ^ une distance constante a; tout 
se passera comme si ces deux points s'attiraient quand leur distance 
est supérieure à a et se repoussaient quand elle est inférieure ; 
cette attraction (ou cette répulsion) étant extrêmement grande 
pour une distance égale àa-he(ou k a — e) à moins que e ne 
soit extrêmement petit. Toutes les forces de liaison sont suscep- 
tibles d'une interprétation analogue. 

Soit alors W l'énergie potentielle due à ces forces de liaison, 
de telle façon que le travail de ces forces soit représenté par — rfW. 
Nous pourrons alors traiter notre système comme s'il était libre, 
mais à la condition d'ajouter cette énergie potentielle W à celle 
des forces ordinaires que nous avons appelée U; c'esl-à-dire de 
changer F en F -h W. Les équations (12) s'écriront alors 

dçi ^ c^(F-hW) dpi _ rf(F4-W) 

dt dpi dt dqt 

Mais le travail des forces de liaison est nul pour tout déplace- 
ment compatible avec les liaisons; la fonction W ne varie donc 
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pas quand les variables (i 3) varient, les variables (li) restant coi^ 
stamment nulles. On a donc 

— =0 (l = I, 2, ..., ?). 

D'autre part, W dépend seulement des q et pas des /?, de sorte 

^"^:^ = ^- 

Nous pouvons donc écrire, en donnant seulement à Tindice i 
les valeurs i, a, . . ., 3, 

dt ~' dpi dt ~" dqi 

de sorte que nous retrouvons les équations de Hamilton. 

10. Méthode de Jaoobi. — Reprenons les équations cano- 
niques (i). A ces équations se rattache intimement une équation 
aux dérivées partielles, imaginée par Jacobi, et que nous allons 
construire. 

Soit S la fonction inconnue; dans la fonction F(a?/, ^i) rempla- 
çons yt par la dérivée partielle ^— et égalons cette fonction à une 
constante. Nous obtiendrons ainsi Téquation 

(.6) p(^'»S;) = '^"''- 

C'est Téquation de Jacobi, et nous allons voir que Tintégratiou 
des équations (i) se ramène à celle de l'équation de Jacobi. 

Supposons, en eifet, qu'on ait trouvé une solution particulière 
de l'équation (i6) dépendant de n constantes arbitraires 

Pi» Pî» .••, P«- 

La constante du second membre de (i6) sera une fonction de ces 
n constantes, de sorte qu'on aura 

(17) ^(^''êj = ?(?«^?«» ...,?«). 

La fonction S dépend à la fois des variables x et des constantes 
d'intégration ^î si nous faisons varier à la fois ces variables et ces 



( 
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constantes, nous aurons 

Posons 
(.8) f^-v ^-Y 

Kn.tre les 4 ^quantités x^y^ ^, v, nous avons les in relations (i 8). 
Donc 2 /i de ces quantités peuvent être regardées comme fonc- 
lîoi:i.s des 2 n autres; par exemple, les ^ et les y comme fonctions 
des j: et des y. Cela nous permet de faire un changement de va- 
lables et de prendre comme variables nouvelles les ^ et les y au 
I îdi des X et des y. 
<3na 

dS =^y dx -\-^-( d^\ 

<lonc 

"^^d^^^xdy^if^S^^xy) 

^s^ une différentielle exacte. 

-^ie changement de variables est donc canonique, et les équa- 
^*<^ïns (i) deviennent 

dji _ d¥_^ d^, _ dF 
dt " d^i* dt " d-^i 

0^, à cause de Tidentité (17), 

^^ dt d'^t dt ~^' 

Ces équations (19) s'intègrent immédiatement, on trouve d'abord 

^i = const. 

Les p étant des constantes, la fonction 3(^,, ^2, . . ., ^/i) sera 

également une constante et il en sera de même de ses dérivées -j^ • 

«P/ 

L'intégration de la première équation (19) nous donnera donc 

do ^ 

les Wi étant n nouvelles constantes d'intégration. 
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On a donc ainsi inlégré complètement les équations (19) et p^^ 
conséquent les équations (i). 

11. Reprenons les équations 

dx _dF djr _ dF 

^'^ dt ~ djr' dt ~ dx' 

avec ces équations nous pouvons former les équations de Jacobi 
(16) F / JT/, -1— j = consi. 

Faisons un changement canonique de variables; soient q et p 
les variables nouvelles, de telle façon que 

soit une différentielle exacte et que les équations (1) deviennent 

, , . , dqt dF dpi dF 

(i OIS) -j- = -r— ; -Ç- = — -j— • 

^ de dpi dt dqt 

Je désignerai par F(^;yy) ce que devient F(x,j^) quand on y 
remplace les x et les y par leurs valeurs en fonctions des q et 
des p ; je mets un point-virgule entre q çX p pour éviter toute 
confusion et afin que F{q^p) ne semble pas être le résultat de la 
substitution àe q k x elAe p k y dans la fonction F. 

Nous pouvons appliquer aux équations (i bis) la méthode de 
Jacobi, en remplaçant dans F la variable pi par la dérivée par- 

tielle -T- f ce qui donne l'équation 

{i6ùis) '^(^*»77 — ) = consl. 

Les fonctions S' qui satisfont à Féquation (16 bis) sont-elles les 
mêmes que les fonctions S qui satisfont à Téquation (16)? JVon, 
en général. 

En effet, je puis remplacer l'équation (16) par 

F(a7/, yi) = coDst. dS =■ ^^ydx 
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«t l'^ijuation (i6 bis) par 

F(^i ;/»/) = const. dS' = ^^pdp, 

L'^qualion F(^;/?) = const. est bien une conséquence de 
1 écjuiation ¥{a;^y) =: const. ; mais on trouve 

s'-s = 2/'y-2^>-v. 

^^ second membre n'est pas nul en général. 

ï X y a cependant un cas où les fonctions S' sont les mêmes que 
*^=^ fonctions S; c'est celui des équations de Hamilton et du chan- 
•i^»:Ment de variables du n" 8. 

ous avons trouvé en effet au n" 8 



^ydx=^^pdq, 

^^OTÙl'on tire 



d; 



n d'autres termes, dans le cas des équations de Haniilton, si 
s l'équation (i 6) on remplace les x par leurs expressions en 

*^^*^^ étions des q et les dérivées partielles ,- par leurs expressions 

^*^ fonction des ^ et des dérivées partielles -r-y l'équation trans- 
*^>x*xnée s'écrira 



/ d6\ 



const., 



^^ qui n'est pas autre chose que l'équation (i6 bis) où S' a été 
^^tnplacée par S. 

12. Cas où le temps figure explicitement. — Supposons que la 
fonction F dépende non seulement des x et des y mais du temps /, 
^t envisageons encore les équations (i); elles n'admettront plus 
l'intégrale des forces vives 

F = const. 
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11 est aisé toutefois de ramener Tétude des équations (i) dans 
cas où le temps figure explicitement dans la fonction F à Têtu 
de ces mêmes équations dans le cas où il n'y figure pas; cas q 
est le seul que nous avons envisagé jusqu'ici. 

Introduisons deux variables auxiliaires ^ et i^ et posons 

F'= Fixi.yi\ u)-\-v, 

où F{xijju\ w) est la fonction F où ^ a été remplacé par u, Con — > 
sidérons les équations 



(20) 



dx dF' 

dt - dy ' 


dy _ dF' 
dt de 


du dF' 
dt ^ dv' 


dv dF' 
dt ~ du 



Ces équations ont la forme canonique. 

La troisième des équations (20) nous donne 

du 
dt='^ 

d'où u= t'j les deux premières ne sont autre chose que les équa- 
tions (1); car, quand on fait u = /, il vient 

dF^_dF dF' dF 

dy dy dx ~" d.v 

Quant à la quatrième, elle définit la variable r, que Ton pourrait 
également définir à l'aide de l'intégrale des forces vives des équa- 
tions (20) 

F{Xifyi\ u)-\- V = const. 

Supposons maintenant que l'on fasse un changement de va- 
riables et que les variables nouvelles x' et y soient des fonctions 
des variables anciennes x et y et du temps t. 



1 *" Si la différence 



^x'dy'—^xdy 



est une différentiel le exacte. 
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L'expression 

( N a-' dy' -^ udsn ~ [jxdy-^adv] 

sera une différentielle exacte : ce qui veut dire que les équations (20) 

conserveront leur forme canonique, quand, conservant les deux 

dernières variables, u et v^ on prendra pour variables nouvelles ^'^, 

yi-i u elr, au lieu de Xi^yi^ u et t\ Les équations (i) qui ne sont 

autre chose que les deux premières équations (20) conserveront 

donc aussi Leur forme. 

^^ Si l'expression 

^.f dy'^^xdy 

déliait une différentielle exacte quand on y regarde t comme 
une constante. 

^ c>us aurons, quand t sera regardée comme variable, 

y ar' dy' — Sx dy = dS'h W dt, 

^ ^tant une différentielle exacte et W une fonction des x^ des y 
^^ /, ou, si Ton aime mieux, des x'j des j^' et de t, 
'-^u bien, en remplaçant t par u, 

y ar' dy — \x ûT/ = rfS -+- W du. 

Vosons alors 
^^us voyons que 



{\x'dy'-hudv') = (\xdy-hudi^\ =rf(SH-MW 



) 



^^t une différentielle exacte. 

Si donc nous prenons pour variables nouvelles x'^^ y\^ u et s^' au 
*^eu de Xij yij u et r, les équations (20) conserveront la forme 
^sinonique. 

Mais nous aurons, avec les variables nouvelles, 

F'= Fh-/— W 
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et 


dF' £/(F — \V> dF' 

dx "" dx' ' dy ~~ 


diF W) 



Les deux premières équations (20) deviennent donc 



dx' diF-W) 


dv' rf( F — w ) 


dt - dy ' 


dt ~ dx 



On voit que les équations (i) ont encore la forme canonique, 
mais que la fonction F est remplacée^ar F — W. 

3" Si les variables x' et y sont des fonctions des x et des y 
seulement et pas du temps t et si 

^^'dy-^xdy 

est une différentielle exacte. 

Nous retombons sur le premier cas et les équations (i) con- 
servent la forme canonique avec la même fonction F. 

Quel résultat nous donne maintenant la méthode de Jacobi 
appliquée aux équations (20)? Appliquons la règle. Posons 

dS _ ^ _ 

dxi ~-^" du"'' 

et égalons F' à une constante, nous trouvons 






dS 
du 



ou, en remplaçant u par /, 

d^ \ d^ 



„/ dii A dS 



Telle est la forme de l'équation de Jacobi dans le cas qui nous 
occupe. 

13. Crochets de Jacobi. — Revenons au cas où le temps ne 
figure pas explicitement dans la fonction F. 

Soient F| et F^ deux fonctions quelconques des x, et des yj. 
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Nous désignerons par la notation [F|, F^] l'expression suivante : 

^ '' '^""^W^. dyi dyt dxi)' 

C'est le crochet de Jacohi. 

IVous trouvons immédiatement, en vertu des équations (i), 



dt ~ ^\dXi dt ' dyt dt ) ~ ^\dxi dyt 


d?^ 
dyt 


c'est-à-dire 




^=[F..F]. 





d^la veut dire que la condition nécessaire et suffisante pour 
<liAe F, = const. soit une intégrale des équations (i), c'est que le 
^ï-ocliet [F,, F] soit nul. 

Si A, B et C sont trois fonctions quelconques, on Vérifie aisé- 
"^^ixtFidentité 

[[A, B], C] -+- [[B, C], a] h- [[C, A], B] = o. 

S upposons donc que F,=:const., F^^const. soient deux inté- 
^^^les des équations (i); je dis que [F,, Fj] = const. sera une 
'^^^isième intégrale. C'est le théorème de Poisson. 
Elu eflfet, nous avons l'identité 

[[F, Fi J, F,] + [[Fj, F,], F] -^ [[F„ F], F»] = o. 

Le premier et le dernier terme s'annulent, parce que F, et F^ 
^ t^ut des intégrales [F, F, ] = — [F, , F] et [F^, F] doivent s'an- 
^xiler. Le second terme sera donc nul et l'on aura 

[[F„F,],F] = o, 

^e qui exprime que [F«, Fj] est une intégrale. 

Pour plus de détails, je renverrai à mon Ouvrage sur les Mé- 
thodes nouvelles de la Mécanique céleste. On verra, en particu- 
lier, aux n*"' 56, 69, 70 et 71 (t. I, p. i66, et 192 à 198) quels 
sont les rapports entre les crochets de Jacobi et ceux de Lagrange 
que nous allons bientôt définir, et l'on trouvera à la page 169 
(t. I) une nouvelle démonstration du théorème de Poisson. 
P. — I. 2 
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Dans le Tome III on verra les rapports des crochets de Jaco 
avec les invariants intégraux et, en particulier, au n" 255, page 4 
on trouvera une généralisation du théorème de Poisson. 

Je n'insisterai pas ici sur toutes ces considérations. 



14. Crochets de Lagrange. — Supposons que les équations (i) 
ayant été intégrées, les xi et les yi se trouvent exprimés en 
fonction du temps t et des 2/1 constantes d'intégration a^^. 

Je désignerai par la notation [a^, a^] l'expression suivante : 




._\^/da:i dyi dxt dyt 



)• 



Ce sont les crochets de Lagrange qu'il faut se garder de con- 
fondre avec ceux de Jacobi. 

Nous avons vu au n" 2 que les équations (1) entraînent les 
suivantes : 



(4) 



dt ^ ^ 'dTfc ~~ "dâl ^^li " 



dF 
d%A 



ce que je puis écrire 



(21) 



d VI dy 



dt^' 



= 4-(f-^\.^ 



d7.k dOLk \ 



2'i) 



J'aurai de même 



(22) 



dt ^ dan ddh \ ^ dt J 



Je différentie (21) par rapport à a>i et ( 22) par rapport à a^^ et je 
retranche. Les seconds membres se détruisent et il reste 



dt 






ou 



d ^ / dx dy dx dy \ __ d\ a/i. a/ ] __ 
dt ^ \ d%h dtk 507 dth I ~ di "" ' 



doLk doLh/ 



ce qui signifie que (a^, a^) est une constante indépendante du 
temps et pouvant dépendre seulement des constantes d'intégra- 
tion a. 
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D'autre part, nous avons 

2d dt -dt ^' 

et comme 

^^ du , du , 

il viendra 

(9.4) ^xd}=da-h^kAd^A-^df. 

les Ak étant indépendants du temps. 
De là nous déduisons immédiatement 

dXk dkh 
[«/„a*.] = 3-_^. 

Comme kk et k.h sont des fonctions des a seulement ne dép* 
dant pas de /, il en sera de même de leurs dérivées partielles, 
par conséquent, du crochet [a^, a^t]. Nous retrouvons donc 
théorème du n" 14. 

17. Nous pouvons choisir comme constantes d'intégration 
valeurs initiales :r®, y" de xi et yi pour t = o. Dans ce ^ 
l'équation (24) prend une forme remarquablement simple. 

Faisons ^ = dans cette équation (24). Nous voyons que 
sera nul, que xi et yi se réduisent à jr^ et y^^ ; d'autre part, £t 
réduira à ûol les A^, qui sont des constantes indépendantes 
temps, ne changeront pas. Il viendra donc 

^xo dy^ = dUo -+"2 ^A d7.ky 
ou, en retranchant de (24), 
(2>) ^x dy = d{il — Uo) -^-^x^ dy^ — F dt. 

18. Dans le cas particulier des équations de Hamilton, on 
(avec les notations du n° 7) 

F = T-hU, 



01- 

t, 
le 



es 
s, 

^e 
«1 



i 
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est indépendant des y et T est homogène du second degré par 
i pport aux y; on a donc 

1^*^ dy 7,^^ dy 
D'autre part, on a 

d v^ v^ dv '^r^ dx \^ dF v^ dF 

, par conséquent, 

du dJlTv „ \ri dF 






dt dt ^'' dy 

^, enfin, 

dt dt 



19. Dans le cas particulier du problème des trois corps, l'énergie 
otentielle U est homogène de degré — i par rapport aux j?, etT, 
ui reste homogène de degré 2 par rapport aux y^ ne dépend pas 
es X, 

Le théorème des fonctions homogènes donne alors 



~~ j^ dx ~~^ dx^ 

T V ^ V ^^ 

'^ =z^y dy =2^y w 



ou 



/F VI dF 



'") '^=Z^yTy-''2^''Tx 

Dans ce cas, il est aisé de former la fonction Û; on trouve, en 
ffet, 

dt ~" ^ dx^ 

dZxy v^ d^^ V^ dF 



~7/7~ '^^57 ""^ 



dy J^ dx 
ou 



Comme F est une constante en vertu de Téquation des forces 
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vives, cette équation s'intègre immédiatement et l'on trouve 

a r= S¥ t —\xy -^ consi. 

On peut d'ailleurs remplacer la constante par une fonction arbi- 
raire des constantes d'intégration. 
Soit, maintenant. 



on trouve 



d'où 



ou 



on, enfin, 






dt dt\^ d% J 



dtdi 



dS _ d^{il-\-'Lxy) 
dt "" d^dt ' 



— =3 — 
dt " di* 



En vertu de l'équation des forces vives, F est une constante; 
c'est donc une fonction des a n constantes d'intégration a ; et il en 

est de même de sa dérivée partielle -j- par rapport à une de ces 

constantes. 

¥^ dF 

Donc -j- est une constante. 
di 

Véquation précédente nous apprend donc que i est une 
fonction linéaire du temps. 

Ce résultat se rattache intimement à la théorie des invariants 
et, en particulier, de l'invariant relatif que j'ai étudié au n®256 du 
Tome III de mon Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mé- 
canique céleste. 

Je me bornerai à renvoyer le lecteur aux Chapitres XXII, XXIII 
et XXIV de cet Ouvrage et aussi aux pages 169 et suivantes du 
Tome I^^ 

On verra également, dans ces Chapitres, comment la théorie 
des crochets de Lagrange se rattache à celle des invariants inté- 
graux. 
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LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 



20. Notations. — Considérons trois corps A, B, C qui s'attirent 
conformément à la loi de Newton. J'adopterai les notations du n® 7, 
c'est-à-dire que je désignerai par 

les trois coordonnées du corps A, par 

celles du corps B, par 

celles du corps C. 

Quant aux masses, je désignerai celle du corps A indifférem- 
ment par 

mif ntf ou m^y 

celle du corps B, par 

/Wi, m» ou me, 

celle du corps C, par 

niTf mg ou /it9, 

de sorte qu'on aura 

mi = 7^5= me, 
m^ = mg = m». 



Je poserai 



dxi 
y, = m, -^- , 
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de sorte que les trois composantes de la quantité de mouvement 
seront, pour le corps A. : ^,, y 2 et jKsI pour le corps B : ^4, /$ 
et7«; pour le corps C : jKt, J^g etjKg. 
L'énergie cinétique totale sera alors 



^=J2»'(§)"-i2ë 



L'énergie potentielle sera 

^'> ^ = - -ÂB ÂG BC" • 

à la condition que l'on ait choisi les unités de telle sorte que la 
« constante de Gauss » soit égale à i ; nous pouvons le faire sans 
inconvénient, car il sera toujours aisé de rétablir l'homogénéité à 
la fin du calcul. 

Dans l'expression de U, les dénominateurs AB, AC, BC repré- 
sentent les distances AB, AC, BC. 

L'énergie totale sera 

F = T-+-U, 

et nos équations canoniques s'écriront (d'après le n" 7) 

dx^ _ dF^ dyi _ d¥ 

^'^^ dt ~~ dyC dt ~ dxi' 

Nous désignerons d'ordinaire les trois axes de coordonnées sous 
les noms de axe des X\^ axe des x^^ axe des x^, 

21. Intégrales diverses. — Le problème des trois corps, dont 
les équations sont les équations canoniques (2) du numéro précé- 
dent, admettent un certain nombre d'intégrales simples. 

Nous avons d'abord V intégrale des forces vives 

F = coiist. 

Observons ensuite que notre fonction U ne dépend que des dis- 
tances mutuelles des trois corps A, B, C; elle est donc indépen- 
dante du choix des axes ; elle ne change pas quand on imprime au 
système des trois corps un mouvement commun de translation ou 
de rotation. 

Imprimons donc à ce système une translation infiniment petite t 
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r/3Jis le sens de l'axe des Xi. Alors 
S er cr Rangeront en 

et: l<^s autres a: ne changeront pas. 

"'accroissement de U devant être nul, on aura 

dV^ dV dV _ 
dxi dx^ dxi 

lais il convient ici d'introduire une notation qui nous sera très 
lA t.i 1 ^ dans la suite. 

l^îous écrirons par exemple 

V (3(2:1) = ©(ar, ) H- :p(:r*)-h 9(2:7), 

Z^ ©(2-2) = ?(-^l)-^-?(j?î)-+-?(^8), 

y) <P(J?I,^2) = ^(^1, J^l)-+-'T>(a-4,J'«)-+-<p(2'7. J's), 
•••• } 

^'^st-à-dire que le signe \] , qui peut se prononcer, somme de 

^^'<^isen trois, a la signification suivante; il représente une somme 
^^ trois termes; le premier est celui qui est explicitement formulé, 
*^ second se déduit du premier en augmentant tous les indices de 
trois unités et le troisième en les augmentant de six unités. 

Ou, si l'on aime mieux, le second terme sera formé avec les 
coordonnées du point B, et le troisième avec les coordonnées du 
P^*ïit C, comme le premier avec les coordonnées correspondantes 
^« point A. 

^^ns le cas où l'on envisagerait non plus trois corps, mais n 
corps^ on pourrait évidemment employer la même notation, mais le 

^*6^e \^ représentera non plus une somme de trois termes, mais 

"*^^ somme de n termes. 

^^tiand, au contraire, nous emploierons le signe ^ sans l'in- 

*c^ 3, la sommation devra être étendue à toutes les valeurs possibles 
^^ indices. 



\ 
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Avec cette notation, l'équation (3) s'écrit 



2, 



dru ^ 

ou comme T ne dépend pas des x 

2dV 

d'où 

^ dt ""' 
d'où enfin 

(4) 23-^» = 



const. 



Le premier membre de l'équation (4) peut s'écrire 

dx\ d.rL dxi 

c'est donc la projection sur l'axe des Xx de la quantité de mouve- 
ment du centre de gravité du système où la masse totale 

serait supposée concentrée. 
On trouverait de même 

{^ bis) ^ ^i=consi.; \ ^3= const., 

ce qui montre que les projections sur les trois axes de la quantité 
de mouvement du centre de gravité sont constantes. Le premier 

membre de (4) est la dérivée de ^l f^^\^\ î en intégrant (4) et 
(4 bis) on verra donc que 



Z^ /nia?|, ^ miar,, %^ /113J?, 



sont des fonctions linéaires du temps; c'est-à-dire que le mouve- 
ment du centre de gravité du système est rectiligne et uniforme. 
Nous ne restreindrons pas la généralité en supposant que le 
centre de gravité est fixe. Nous savons en effet que les lois du 
mouvement restent les nièines, que le système mobile soit rap- 
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porté à des axes fixes, ou qu'il soit rapporté à des axes animés 

d'uixc translation rectiligne et uniforme. 

Si nous choisissons alors des axes mobiles, parallèles aux axes 
iî:xes, et ayant leur origine au centre de gravité; la translation de 
cos axes sera rectiligne et uniforme de sorte que la loi du mou- 
venient ne sera pas altérée; pour un observateur lié à ces axes 
irio biles, le centre de gravité paraîtra d'ailleurs fixe. 

!22. Intégrales des aires. — Imprimons maintenant au système 
des trois corps une rotation infiniment petite s autour de l'axe 

Les coordonnées x^^ ^4, x'i ne changeront pas; tandis que 
a-» ^5> -^8 deviendront 

m 

et que 073, Xc, x^ deviendront 
et connme U ne doit pas changer, nous aurons 



^3 (^' dx. 



Xz 



J.o. 



dx 

^"» puisque T ne dépend pas des x, 

2/ dF dF \ 

^^1 à cause des équations (2), 



ou 

d 



2.(-*— 'i?)- 



■^f^^i^^yt— ^ij^i) = '^^ 



puisque Ton a identiquement 



dx^ dxi 



On trouve donc en intégrant 

(5) 2 (^3^î— ^ij3) = const. 
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et Fon trouverait de même 

(5 bis) 2 (ar,j^i— j?ij',) = const. ^^(^1^^— ^ij^i) = consl. 

Les équations (5) et (5 bis) sont connues sous le nom dUnU 
grales des aires. 

Il est évident que ce que nous venons de dire du mouvemeirr 
du centre de gravité, ou des intégrales des aires s'appliquerait san-^ 
aucun changement au cas où il y aurait plus de trois corps. 

Considérons le vecteur dont les trois composantes sont 

d'après les équations (5) et (5 bis) ce vecteur est constant en gran- 
deur et direction. Il a reçu le nom de vecteur des aires; et le 
plan qui lui est perpendiculaire s'appelle ordinairement plan 
invariable. 

Si l'on prend le plan invariable pour plan des x% Xjy le vecteur 
des aires a pour composantes 

*>» Oi 2 (^iy^ — ^^y^)' 

!23. Changement de variables. — Le problème des trois corps 
comporte neuf degrés de liberté, c'est-à-dire que nous avons 
dix-huit variables x et y. On peut profiter de la propriété du 
centre de gravité pour réduire le nombre des degrés de liberté et 
par conséquent celui des variables indépendantes tout en conser- 
vant la forme canonique des équations. C'est là l'objet des chan- 
gements de variables que nous allons étudier. 

Je désignerai nos nouvelles variables par 

m 

t = 1 , 2, • • • } y. 
Je supposerai d'abord que 

sont des fonctions linéaires de 
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et de inéme que x.^, X-, x'^ sont des fonctions linéaires de 0:3, x^, 

X%^ Gt J7j, "^ijî *^« oe X'\^ "3^0? ^9» 

Je supposerai de plus que les relations linéaires qui lient x\^ 
x\j ac\ k x^^ Xi,^ Xi sont les mêmes que celles qui lient x\^ x'^, 
jTg à X2, it's, x% et les mêmes encore que celles qui lient x\^ .r„, 
JTjj a. x^^ ^01 ^9» 

En d'autres termes, si Ton regarde les x^ comme les coor- 
données de trois corps fictifs, il y aura entre les coordonnées de 
ces corps fictifs et celles des trois corps réels des relations 
linéaires indépendantes du choix des axes. 

IZ>e même pour les y. Je supposerai que^',, y\j y\ sont des 
fonctions linéaires deyi, j^4, y-i^ que j'.,, y\^ y^ sont des fonctions 

linéaires dej^a,^^^^» ^^y\^y\^y\ ^^^3,76,^9- 

Je supposerai que les relations linéaires qui \\qtl\ y\^ y\^ y\ à 

>^« 7 ^4,^7 sont les mêmes que celles qui lient y\,y;,,y\ àj^2, jKs, 
yr^^ ou bien encore y,, jKfl,y; ^y%,yt,y^^ 

Je supposerai enfin que ces relations linéaires sont telles que 
Von. ait identiquement 



C6) 2;,^->^'=z 



x\y\ 



Gomme r'2,. ^'59 JKg sont liés àj^2î J^5, J^g par les mêmes relations 
^^ y\^y\^y.. 'à^y\^yki y-i-i on peut, dans l'identité (6), remplacer 

^*'-r4,r7,y,,y,,y7 ^^^ yi^y^^y^^y^-^y^^iy^^ ce qui donne 



S/' •'■ = 2. 



a^t^f 



*-^e même, comme x\^^ j?!, x\ sont liés à a?27 ^5? x^ par les mêmes 



r » 



''®*a lions que x,, x\^ x\ à X\^ a?^, j?-, on aura 



^^ de même : 



y ^\y\ = y ^î 



ri 



2, ^' •^' = 2. ''•^' ' 2, '• -^' = Sa ''• ■''" 



^^ plus généralement 



X"'-^*=Z 



•«•//*, 



3o CHAPITRE II. 

OÙ l'indice / peut prendre une quelconque des trois valeurs i , 
et où il en est de même de l'indice k. 
On aura donc en particulier 

d'où 

2 ^^i y''^ "■ ^« y'^ ^ "^ ^3 ^ ^'•^' — ^1^3 ) , 

et de même 

2 ^^'1/3— ^3/1) =2 (^1^3— ^3^1) 

Noire changement de variables n* altère donc pas la forui^' 
des intégrales des aires. 

D'autre part, on a : 
ou en ajoutant 

(7) ^^'ifi = 2'^'-^" 

le signe \] sans indice 3 indiquant, comme nous l'avons dit, une 

sommation étendue à toutes les valeurs de l'indice i. 

Mais si l'on se reporte au n" o, on voit que l'équation (7) 
signifie que le changement de variables est un changement cano- 
nique. Il n'altère donc pas la forme canonique des équations (2) 
qui deviennent : 



(8) — = — » 



dt ~ dy'i'' dt ~ dx'i 



24. Élimination du centre de gravité. — Voici maintenant 
l'usage que l'on peut faire de ce changement de variables. Je sup- 
pose que l'on ait choisi les relations linéaires qui lient les variables 
nouvelles aux anciennes de telle façon que l'on ait 
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^^^ cl'autre part, que x\ et x\ ne dépendent que des différences 
X'j et «tr^ — jc<j, 

•OTsy\ est à un facteur constant près la quantité de mouve- 
Jï^^i^ldu centre de gravité; et, comme nous avons vu qu'on peut 
ïoi^ij ours supposer ce centre de gravité fixe, on aura 



et de même 



y7=o» 



^8=^9 = 0- 



)n devra donc avoir, par conséquent. 



^1 ^ 
dt 



dF 



d 



0|ui montre que F ne dépend pas de x\. C'est, en effet, ce qui 
î ^ arriver si les relations linéaires entre les nouvelles et anciennes 
^mables sont telles que x\ et x\ dépendent seulement des difl'é- 
^es X ^ "~~~ Xf et x^ ~~^ Xf • 
ans ce cas, en efl'et, T, qui ne dépend que des j^ et pas des x, 
peut dépendre que des j^ et pas des j/; U, qui dépend seule- 
ut des différences :ri — Xf, x^ — Xjj x^ — x^^ x^ — x^^ x^ — x^^ 
— Xq, dépendra seulement des variables x\^ x'.^^ x\^ x\^ x\^ x\^ 
dji^i sont liées à ces différences par des relations linéaires, mais ne 
pendra pas de x\^ x\^ x\. Donc F = T 4- U ne dépendra pas de 



' ^8? "^B* 



D'ailleurs, il est aisé de voir que nos deux hypothèses ne sont 
pas indépendantes l'une de l'autre et que, ^\y\ est proportionnel à 
>^« -f- j^4 4-^7, les variables x\ et x\ ne dépendent que des diffé- 
rences Xx — Xi e\.Xx — Xi, En effet, reprenons l'égalité (6) que 
J ^cris, en la développant : 



E> 



de 



X\y\ -♦- 3:4^4 -h X',yi = x\ y, H- x\ X -+- ^7 r 7 • 

onnantàxi, Xa^^x^ des valeurs jégales ; le premier membre 

^ïent proportionnel à ^, -1-^^4-1- y^, c'est-à-dire à ^^ ; dans le 

second membre de notre identité, les coefficients de y\ et de y\ 

doivent donc s'annuler; donc x\ et x\ s'annulent en même 

lexnps que les différences x^ — x^ et Xi^ — x-i^ ce qui démontre que 

-^ \ et 0?'^ sont liés à ces dift'érences par des relations linéaires. 

Nous supposerons donc que j^', soit proportionnel à^i -hJ^-i-J^T 
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et que x\ et x\ ne dépendent que des difi'érences x^ 

X ^ '~~ X 1 • 

Alors F ne dépend pas de x\^ J7„, x^^ et Ton a 

On n'aura donc à s'inquiéter que des douze variables x\ , x.y 
:f,j; ^'^,^'.,, . . .,^'„; et le nombre des degrés de liberté sera 
duit à six. 



7 et 



ré- 



25. Élimination des nœuds. — Envisageons une première 
nète fictive dont les coordonnées soient x\^ x\^ x\ et dont laqu^ 

tité de mouvement ait pour composantes j^'^, ^2? J^3« 

Le plan de l'orbite instantanée de cette planète fictive, c' 
à-dire le plan qui passe par l'origine, par la planète et par-^ 
vitesse sera parallèle aux deux vecteurs qui ont pour composai 
x\ , x\^ ar!p t,ly\ , y\^ y\> 11 sera donc perpendiculaire au vecteur^ 
qui a pour composantes 

^\ y% — ^'3 y\ ^ -^3 y\ — ^\ y'i i ^\ y't - A r\ • 

Envisageons maintenant une seconde planète fictive, doat 
coordonnées so'ieTiix\^x^^ x\ et dont la quantité de mouvement 
pour composantes j^'^, l'j, y\. 

Le plan de l'orbite instantanée de cette planète fictive sera J- 
pcndiculaire au vecteur V, qui a pour composantes 

^V r 6 — ^6 r 6 ) ^i y\ - ^4 ^'e » ^ 4 r i — ^ » y\ • 

D'autre part, le vecteur des aires qui a pour composantes 




2 



3 <^"3 -^"3 



est perpendiculaire au plan invariable. 

Mais les sommes que nous représentons par ^3 n'ont plus c[ 
deux termes ; le troisième terme s'annule de lui-même puisque 
y\ et y\ sont nuls. 

Chaque composante du vecteur des aires est donc la se 
des composantes correspondantes de V et V. Le vecteur des air*' 
est donc la somme géométrique des deux vecteurs V et V. 
trois vecteurs sont donc dans un même plan. 



sl- 

sa 

mes 

T. 



les 

ail 



îr- 
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Doiic, les trois plans, qui sont respectivement perpendiculaires 
à ces LfoIs vecteurs, c'est-à-dire les plans des deux orbites instan- 
tanées et le plan invariable, sont parallèles à une même droite. 

L- fîrttersection des plans des deux orbites instantanées reste 
donc Constamment parallèle au plan invariable, 

Ci'est cette propriété qu'on a appelée assez improprement Yéli- 
^inaiion des nœuds; sans doute parce que Ton n'a pas à envi- 
*^ger séparément la longitude du nœud de la première orbite et la 
tongiiude du nœud de la seconde, si l'on rapporte les longitudes 
I ^^ plan invariable. 

[ Cette propriété ne subsisterait plus si l'on prenait des planètes 

*^tives définies autrement que par le changement de variables que 

^^s étudions; si, par exemple, on prenait, comme on lefaitd'or- 

'Oaire, des planètes fictives dont les coordonnées et les vitesses 

'^^*" rapport à des axes fixes seraient les mêmes que les coordonnées 

*cs vitesses des planètes réelles par rapport à des axes invaria- 

^^ment liés au Soleil. 

^â6. Premier exemple. — Nous pouvons prendre, par exemple : 

•t I -^ •''1 """ *^l ^ k """ *''4 ^'~ ^7î 7 ^~ *^7 

>n vérifie aisément : 



■ ° Que la relation (6) est satisfaite ; 
'-i" Que y, est égal à ju + j» + jj ; 
05" Que x^ eix\ ne dépendent que des différences Xt — x? et 

X^ m 



il 



changement de variables jouira donc des propriétés énoncées; 

^'altérera pas la forme canonique des équations ; il n'altérera 

s la forme des intégrales des aires; les variables x\j x'^^ x^ ne 

^reront pas dans les équations et les variables j^'^,^^^,^^'^ seront 

-*^stammenl nulles, de sorte que le nombre des degrés de liberté 

a égal à 6. 

<Juant à nos deux planètes fictives, il est aisé d'en trouver la 

nification. La première aura pour coordonnées celles du point A 

^isson mouvement relatif par rapport au point C; mais elle 

P. — I. 3 
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aura même quantité de mouvement que le point A dans son i 
cernent absolu. De même pour la seconde planète fictive. 

î27. Pianotes fictives. — L'inconvénient de la solution p 
dente est aisé à apercevoir, bien qu'il ne faille pas s'en exa 
l'importance. Les quantités 

ne sont pas proportionnelles aux dérivées 

dx\ dx'^ dx\ 
'W 1t' di" 

Considérons la première planète fictive; à l'instant t nou 
attribuons certaines coordonnées «r^, x[^^ x\ et une certaine c 
tité de mouvement j^'^ , y\'^y\ ; à l'instant î -^ dt nous lui attriL 
pour coordonnées x\ -h dx\ , x\ -h dx\,, x\ -h dx\. Mais la vi 
qu'elle devrait avoir pour passer dans le temps dt de la prer 
position à la seconde n'est pas celle qu'on déduirait de la qua 
de mouvement que nous lui avons attribuée. 

On comprendra mieux la portée de cette objection au 
pitre IV quand je parlerai de la définition des orbites osculatr 
En tout cas, il est aisé de trouver une autre solution qui 
exempte de cet inconvénient. 

Pour cela, il faut que l'on ait 

, , dx'i 

les m^ étant des coefficients constants tels que 



/ 



m, = /?ij = m, ; /?i4 = //ij = m^ ; m^ = ni^= m 



9 



Nous conservons, d'ailleurs, toutes nos autres hypothèses. 

Alors m\ = m.^ = m, représente la masse de la première pla 
fictive et m\=^ m\=z m'^ représente celle de la seconde pla 
fictive; ely\,y^, y\, par exemple (ou y^, y\, y\), représeï 
bien comme il convient les trois composantes de leur quantit 
mouvement. 

Nous pourrons également regarder 



m'. = m'g 


= m y : 


; » 


t',: 


/t. r'g' 


y\ 
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comine la masse, les coordonnées et les composantes de la quantité 
de mouvement d'un troisième corps fictif. 

Gomme nous avons conservé toutes nos autres hypothèses et en 
particuher celle qui est exprimée par Tidentilé (6), nous aurons 

V , / dx'\ y^ dxx 

XV dx\ dxL dx'i ^ dx% cLtl dx-i i « 

^>X€iis nous avons entre -,-i-> -yr> —jr et -, -, —7- > — ,- les mêmes 

dt dt dt dt dt dt 

relations linéaires qu'entre x',, x\^ x\ et x^^ Xj^^ Xj. Je puis donc, 

^^1*5» l'identité précédente, remplacer les dérivées -~ par les quan- 
lités jc'. elles-mêmes; j'obtiens ainsi 

t>'autre part, comme par hypothèse j'ai entre .r^, x^, x'^ et J!?2, 
-^Ay -lETg les mêmes relations linéaires qu'entre x\y x\^ x\ et X|, ^^4, 
^^ ^ j e puis écrire également 

^^ d^ même 

/ ^ m\x\x:^=2^ myXxXi\ V m, a?', a:', = V ntiXtXi. 



'autre part, comme nous avons entre x\^ x\^'x\ et x^^ x^, x-i 
^ -Oaèmes relations linéaires qu'entre leurs dérivées, nous aurons 

2:.»-.(§)'=2.-(t)' 

^^ ^ « même 

Z"'-(^)"-2.-('^)'^ 

ajoutant ces trois égalités on trouve 

2"K^)'=2""(^)" 



i 
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OÙ celle fois il faut donner à l'indice i toutes les valeurs possibh 
Celle équation exprime que la force vive des trois corps fictif 
est égale à la force vive des tro,s corps réels. Ou a donc 



^=i2:"'(S)'-;2:s 



Ainsi l'expression de l'énergie cinétique T en fonction des m' 
des dérivées des x', ou encore en fonction des m' et des y^ est U J 
même qu'en fonction des m et des dérivées des x^ ou encore qu'e 
fonction des m et des y. 

28. Ces relations (9), {g bis) et (g ter) sont susceptibles d'un 
interprétation géométrique très simple. 

Soit Z un axe quelconque passant par l'origine, P et P' deu 
plans rectangulaires passant par l'axe Z; soient a, ^, y les cosinu 
directeurs du plan P; soient a', ^', y ceux du plan P'. 

La distance du point A (premier corps réel) au plan P sera 

sa distance au plan P' sera 

le carré de sa distance à l'axe Z sera 

et le moment d'inertie du système des trois corps réels par rapport 
à l'axe Z sera 

De même le 'moment d'inertie du système des trois corps fictifs 
par rapport à l'axe Z sera 

J' = y m\ [{a.x\ -+- Par; -+- yari) -4- («V, -+- P'a:', H- t'^',)*]. 

En développant les carrés entre parenthèses, on verrait que J 
est un polynôme du second degré en a, ^, y; a', ^', y'; et qu'il en 
est de même de J'. 
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Le coefficient de a^, égal à celui de a'*, est égal à 



dans Jeta 



ym^xi 



2^m>'.« 



d^ï^s J'; le coefficient de 2a^, égal à celui de 20!^'. est égal à 

<lansJetà 
arxs J'. 



n résumé, chaque coefficient du polynôme J est égal au second 
'^^xinbre de l'une des égalités (9), (9 bis), (9 ter) et le coefficient 

espondant du polynôme J' est égal au premier membre de 
même égalité. Les deux polynômes J et J' sont donc iden- 
^»<î*^es. 

onc, le moment dHnertie des trois corps fictif s par rapport 

n axe quelconque passant par V origine est égal à celui des 

s corps réels. 






►. 11 s'agit donc de déterminer les relations linéaires qui lient 
x\^ x\ à ^Ti, Xi^^ X7, de façon à satisfaire à la condition (9). 
■e problème comporte évidemment une infinité de solutions ; 
^^^Cîi celle qui est la plus simple et la plus communément adoptée. 

Fig. I. 





Prenons OA' égal et parallèle à CA. Nous avons deux masses m^ 
^t mi placées respectivement eh A et en C; je représente en D le 
Centre de gravité de ces deux masses. Je dis que nous pourrons 
t-emplacer ces deux masses par une masse /n'^= m\ -h m-i placée 



\ 
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an point D et par une masse m\ placée au point V el telle que 



I 1 1 

7* 
1 



m. m\ m-i 



En effet, si je désigne par x\ , x'.^, x\ les coordonnées du point .4 
par x\^ x\^ x\ celles du point D, il est manifeste que x\^ j:^, x 
de même que x\^ x\^ x\^ seront des fonctions linéaires des coo 
données des points A et C; et, d'autre part, que nous aurons ent 
x\^ Xi et x^ la même relation linéaire qu'entre x^, X2 et x^ ( 
qu'entre J73, x^ et x^ et que nous aurons entre x^^ X\ et x^ 
même relation linéaire qu'entre ^'g, X2 et x^ ou qu'entre x\^ ; 

et X^ m 

Nous avons, en effet. 



./ / _ / 



m 

Il reste à montrer que nous avons bien la relation (9), ou que 
(10) m\ x'f -+- m\ x'f =. m\x\-^ m-, x^ , 

ce qui revient au même, car, comme nous n'avons pas touché î 
corps B, nous avons 

m\ = m^, x\ = Xi,y x\ = arg, x\ = x^. 
Or la relation (10) peut s'écrire 

m; (a?, — 377)* H- ^^-^ --, —mxx\-^m',x\. 

En identifiant les deux membres, je trouve 

, m\ , m^m-] , m% 
m\ -\ r = ^\\ — ' m, H ; — = o ; m\-\ r = m-,, 

Ces trois relations me donnent respectivement 

, in\ fHiifn^ — /ni) /nx/n-, 
1 = "*! ~ r:^ = — -7 ~ "T:? — ' 



m' 



m^ m- /7I7 



/nim7 

m, = 7— , 

m. 



m? rn-ji/n'n — m-) nixin-i 



m, /n'- /w- 

7 i I 



f 



[ 
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Klles me conduisent donc à la même \aleur de m\ et Ton a d'ail- 



le 



urs 



1 


r= 


m^ 


-+- 


mx -4- n^^ 
mxm^ 


= 


1 
m, 


-h 


1 


m\ 


nii m-i 


m^ 



La i^elation (lo) est donc établie. 



. Nous venons de voir que nous pouvons remplacer deux 
iiias«^<^s mi et m^ situées en A et en C, par deux masses 



, m\m-i 

ni\ -4- /117. /iij = 



mi-h nti 



SI tti^es en D, centre de gravité de \ et de C, et en .V. 

J^43us aurons donc remplacé nos trois masses réelles 

*>t.iic§es en 

A, B, C 

ï^^*^ trois masses fictives 

^'^^«es en 

A', B, D. 



.ppliquons une seconde fois la même transformation et opérons 
^^** les deux masses B et D comme nous avions opéré sur les deux 
^^^^55ses \ et C. 

^lenons donc OB' égal et parallèle à DB et plaçons au point B' 
^*^^ masse fictive m\ telle que 

I I I mi -h m4 -4- m; 



Considérons, d'autre part, le centre de gravité G des deux 
^^asses B et D; ce sera également le centre de gravite des trois 
^^asses réelles \, B, C, et plaçons en G une masse fictive 

m, = m^-»- ( /Wi H- /n7) = mi-4- /n^-i- m?. 

Nous aurons ainsi remplacé les deux masses B et D par deux masses 

nouvelles B' et G. 

En résumé, nous avons successivement remplacé les trois masses 

réelles 

mi, /Tiv, m^ en A, B, C, 
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par les trois masses fictives 

/n', , m^. mi-h m-! en A', B, D, 

puis par les trois masses fictives 

m',, m\j m\ en A\ B', G. 

Nous avons ainsi défini un changement de variables qui jo 
de toutes les propriétés énoncées dans les numéros précédents. 

Comme le centre de gravité est supposé fixe, le troisième cor 
fictif qui est en G doit être regardé comme fixe. 

On n'a donc à s'inquiéter que du mouvement des deux plauèt 
fictives A.' et B', de sorte que le nombre des degrés de liberté e 
réduit à 6. 

Les équations du mouvement conservent la forme canonique 
les intégrales des aires conservent également leur forme. 

L'expression de l'énergie cinétique T en fonction des masses e 
des vitesses fictives est la même qu'en fonction des masses et de 
vitesses réelles. 

Au contraire, dans l'expression de l'énergie potentielle U, il 
faut conserver les masses réelles et leurs distances réelles. Mais 
nous devons observer que U ne dépend que des différences x^ — Xt^ 
x^ — Xt^ etc.; donc U ne dépend que des coordonnées x\^ ..., 
des deux premiers corps fictifs A' et B', et ne dépend pas des 
coordonnées du troisième corps fictif G (que nous supposerons 
d'ailleurs nulles). 

31. On peut exprimer le résultat auquel nous venons de parvenir 
en disant que la première planète A est rapportée à des axes 
mobiles passant par le corps central G, ou plus simplement au 
corps G, et que la seconde planète B est rapportée au point D, 
centre de gravité de A et de G. 

Ge résultat peut évidemment se généraliser; soit un corps cen- 
tral G et /ï planètes P|, P^, .. ., P//; on rapportera P| à G; Pa au 
centre de gravité de P| et de G; P3 au centre de gravité de P|, 
de P2 et de G; et ainsi de suite. Le procédé s'applique donc à un 
nombre quelconque de corps. 

U est clair qu'au lieu de rapporter A à G et B au centre de gra- 
vité de A et de G, nous aurions pu au contraire rapporter B à G 
et A au centre de gravité de B et de G. 
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Dans ce qui va suivre, sauf avis contraire, nous supposerons 
toujours qu'on a adopté le changement de variables du n® 30 et 
non celui du n" 26. Nous poserons souvent 

^^ = ~^G~' ^* = BD ' 

d'où 

U = U,-4-UjH-U,. 

32 . Cas où l'une des masses est nulle. — H y a des cas où l'une 
des inasses est assez petite pour que les effets en puissent être 
euti^i*ejjient négligés. C'est ce qui arrive, par exemple, quand on 
^^udie les perturbations d'une petite planète par Jupiter. Le mou- 
^^inentde la petite planète est troublé par Jupiter, mais celui de 
''^ pi ter n'est pas troublé par la petite planète. 

tl'est ce qui arrive encore dans la théorie de la Lune. La masse 
^^ la Lune est assez petite pour qu'on puisse admettre que le 
*ï^ouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité 
-1 erre-Lune n'est pas altéré par l'attraction de la Lune. 

Supposons donc que la masse m4, par exemple, puisse être 
''^gardée comme un infiniment petit du premier ordre. Nous aurons 
**^**s, à des infiniment petits près du deuxième ordre, 

mi^(mx-k~ m-i) 
nit = = nii. 

onc m\ sera un infiniment petit du premier ordre et il en sera 

^ ï^iéme de r' , y' , y' et par conséquent de ^> '^9 ^ • Nous 

^ hT ^ oT ^ n r T m^ m^ m^ 

pc^d^xTons poser 

T = T,-+-T„ 

i\m\ m, m,/ 2\/w; m\ m^J 

^ ^orte que T| et T2 représentent respectivement l'énergie ciné- 
^ ^-•e de la première et de la seconde planète fictive et de même 



3, 
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Nous voyons que T| et T2 sont finis, tandis que U| et U2-I — ^' 
sont du premier ordre; nous serons donc amenés à poser 

F = <I>o-h/nv<I>i; <I>o=T,-hU,; /n^*, = Tj-+- U,-4- U,. 

Nos équations canoniques peuvent s'écrire 

dx'i d^Q d^x dr'i d^Q d^x 

Pour la première planète fictive, c'est-à-dire pour 1 = 1,2,0 
nous voyons que -3—/ est nul, puisque T2 ne dépend que de 

t ' . d^i ^ s . T d^o , dy'i 

y^jX^] et que m^ -~ est très petit, tandis que -^-r et -4-- s 

finis; nous pouvons donc négliger les termes en <^| et nos équatic- 
s'écrivent 

. . dxj^_d^fi d/i fl[*o 

^ ^ dt " dy-y dt "" dx'i' 

Comme <^o ne dépend que Aex\^ x\^^ ^'zt yM y-i'» yz-» nous avoi^ 
un système complet d'équations canoniques (12) à trois degrés 
liberté; ce système définit le mouvement de la première planèt 
fictive ou, ce qui revient au même, le mouvement relatif de la pla 
néte A par rapport au Soleil C. Ce mouvement est donc le mêm 
que si la masse 7^4 n'existait pas; c'est donc un mouvement ellip- 
tique képlérien. 

Étudions maintenant le mouvement de la seconde planète fictive,^ 
c'est-à-dire le mouvement relatif de la planète B par rapport au 
centre de gravité du système des deux corps Pl et C. Pour cela, 
reprenons les équations (11) et donnons à l'indice i les valeurs 4» 
5, 6. Comme <^o ne dépend pas de x\^ x'^^ x^^ y\^ y\^ y\^ ces 
équations se réduiront à 

ox ^^/ d^x dy'i d^x 

Comme le mouvement de la première planète fictive peut être 
regardé comme connu, les quantités x\^ x\^^ x\^ y\^ y',^^ y^ seront 
des fonctions connues du temps. Nous pourrons donc les remplacer 
dans <Ï>| et dans ses dérivées par leurs valeurs en fonction du 
temps. 
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Nous aurons donc, pour définir le mouvement de la seconde 
planète fictive, un système (i3) d'équations canoniques à trois 
degrés de liberté. Mais la fonction caractéristique <^< dépendra 
non seulement des inconnues x\^ x\^ x\ ; y\^ y\^ y\^ mais encore 
flu leinps. Nous serons donc dans Je cas du n" 12. 

Nous pouvons écrire les équations (i3) de manière à mieux 
mettre en évidence Tordre de grandeur des différents termes. 
Posons, en effet, 

ouj ce qui revient au même, puisque m\^= ^^'5= ^^i et que l'on 
peut supposer m^ = 7^4 à des infiniment petits près du deuxième 
ordre ainsi que nous l'avons montré plus haut, 

y'i= ^ky'i (« = 4,5,6). 

Les jy" seront finis, puisque les y' sont du premier ordre ; et il 
^ieudra 

*pi- ^^n ^-.Ts -+-.^6 ; AB cb' 

^t Hos équations (i3) s'écriront 

(14 \ dx'i d^x dfi d^x 

di dy'i dt dx\ 

*^î les inconnues x' et y" sont finies et tous les termes de <^< se 
'^'^^sentent sous forme finie; la masse m,^ ne figure plus nulle part 
les équations. 

. Dans ce qui précède, nous avons rapporté la petite planète B 
oentre de gravité de A. et de C, et la grosse planète A au 
^^il C. Nous aurions tout aussi bien pu faire le contraire et rap- 
*^t.cria petite planète au Soleil, et la grosse planète au centre de 
'V-ité du Soleil et de la petite planète. Nous n'avons pour cela, 
t- en conservant nos relations, qu'à supposer que c'est la 
se m\ du corps A qui est infiniment petite. 
a petite planète A est alors rapportée au Soleil G et la grosse 
^ ^^^ète B au centre de gravité D de A et de C; mais, comme la 
s se de A est nulle, ce centre de gravité D coïncide avec C, de 
t.e que la grosse planète est également rapportée au Soleil. 



rf^n 



s 



^ 



44 CHAPITRt: II. 

On aura alors, aux infiniment petits près du premier or 

, m^(mi-^ m-;) m,,m^ 
mL= = f 

et aux infiniment petits près du second ordre, 

, nti m-i 
m, = = ntx. 

Nous conserverons à T| et à T2, à U|, Uj et Us la mêm 
fication que dans le numéro précédent. 

Ici, T2 et U2 sont finis, T| et U| 4- U3 sont du premiei 
nous poserons donc 

F = <I>o-+-m,<I>,, <I>o=Tî-hU„ m,<I>,= T,-hU,-+^l 

et nous retrouverons les équations (11), à cette difl'éren* 
que /W4 y sera remplacé par mi. 

Si nous étudions d'abord le mouvement de la grosse | 
nous pourrons négliger <^| et nous retrouverons le système 
tions canoniques (12), ce qui montre que le mouvement < 
planète est képlérien. 

Si nous voulons étudier le mouvement de la petite pl£ 
nous faut, dans les équations (11), donner à l'indice 1 les 
I, 2, 3; les dérivées correspondantes de <^o étant nulle 
retrouverons les équations canoniques 

Posons alors, comme au numéro précédent, 

/(= ^}yi= mxXi (1 = 1, -2, 3), 

il viendra 



et nous retomberons sur les équations (i4)- 

3i. Nous avons vu au n** 12 que, quand la fonction F 
explicitement du temps, l'intégrale des forces vives cesse d' 
Dans les équations (i4) des n*'^* 32 et 33. la fonction car 
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lique ^1 dépend non seuleinenl des inconnues x' et y', mais 
encore du temps ; l'intégrale des forces vives 4>| = const. n'a donc 
pas lieu. 

11 en est de même des intégrales des aires. Que deviennent 
donc l'intégrale des forces vives et celle des aires, qui sont vraies 
dans le cas général, lorsque l'on fait tendre l'une des masses vers 
zéro ? Elles ne cessent pas d'avoir lieu, mais, à la limite, ce sont 
des relations entre les coordonnées et les composantes de la vi- 
tesse de la grosse planète, où les coordonnées et la vitesse de la 
petite planète ne figurent pas. Elles deviennent donc illusoires, en 
ce qui concerne l'étude du mouvement de cette petile planète. 

En revanche, ainsi que nous l'avons vu au n"* 12, nous pouvons 
laire subir aux équations (i4) des changements canoniques de 
^i*riables sans en altérer la forme canonique. 

'tô. Problème restreint. — Dans la suite, nous serons fréquem- 

**^ciit conduits à étudier de plus près un cas particulier simple. 

'^^ suppose que, l'une des masses étant nulle, le mouvement relatif 

la grosse planète par rapport au Soleil soit un mouvement 

*^^plérien; je suppose, de plus, que, l'excentricité de cette ellipse 

*^^plérienne étant nulle, l'orbite de cette grosse planète soit cir- 

^ulaire. Alors la grosse planète et le Soleil décriront des circon- 

^^ences concentriques autour de leur centre de gravité commun 

^^ Ces deux circonférences seront dans un même plan. 

Je suppose enfin que, la position et la vitesse initiale de la petite 
pianète étant également dans ce même plan, cette petite planète 
^e constamment dans ce plan. 

C'est là ce que l'on appelle le problème restreint. On peut le 

*ter soit par le procédé du n" 32, soit par celui du n" 33. Dans 

deux cas, la grosse planète sera rapportée au Soleil, mais la 

*^^^ile planète pourra être rapportée, soit au Soleil, soit au centre 

^ gravité de la grosse planète et du Soleil. 

-*^ous avons vu au n" 34 que, pour une petite planète, les inté- 

^^s des forces vives et des aires deviennent généralement illu- 

^***es. Mais, dans le cas particulier du problème restreint, il y a 

^^ combinaison de ces intégrales qui subsiste et nous fournit 

*^^ intégrale du système (i4) connue sous le nom à! intégrale de 

^*oo6/; c'est ce que nous verrons plus loin. 
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36. Fonction perturbatrice. — Nous avons 

U,^-U, = --^^ç g^^ , 

BD BG ÂB" 



U,= 



Nous supposerons généralement que le corps C est le Solei^^ 
que les corps A et B sont des planètes. Il en résulte que 
masses nii et m » sont très petites par rapport à m-i et peuvent & 
regardées comme du premier ordre. 

Il en résulte que le point D est très voisin du point C puisqt^ 
partage la distance AC en segments proportionnels à nit et m-j. - 
distance CD peut donc être regardée comme du premier ordre 
il en est de même des différences 

Dans ces conditions, U| -f- U2 est de premier ordre puisque tou 
ses termes contiennent en facteurs m, ou m*; et 

U, = m,m, (^ - Jg) H- m»m, ( Jg - ^ 

est du second ordre, puisque tous ses termes contiennent en fac 
leurs soit mi ni^, soit 

D'autre part, m\ et m\ sont du premier ordre et il en est d 

même des j^^= /W/ -^ puisque, pour /=i, 2, 3, 4. 5, 6, la masse n 

est infiniment petite et que, d'ailleurs, x't, y^, y'^ sont nuls, 
il en est donc encore de même de 



m'i 



et de 

T = T,-f-T„ 

où je conserve aux notations T| et T2 le même sens qu'au n"^ 32. 
Nous pouvons alors poser 

F = Fo-i-;jlF, 
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avec 

Alors Fq est du premier ordre, [jlF, du second ordre, et, si u 
désigne un coefficient numérique très petit de Tordre de mt et de 
f^ht F"^ est du même ordre que Fq. Grâce à l'introduction de ce 
coefficient fx, la grandeur relative des deux termes Fo et [jlF, se 
trouve mise en évidence. 

Le second terme jjlF, a reçu le nom de fonction perturbatrice. 

"- Etudions d'abord le terme Fo, nous avons 

(i5) R /t rnxmi \ \^ maÇmi-h m?) ] 

^"= V'^l^) ^ \^' BD J- 

^^ première parenthèse ne dépend que de x\ , j:^, ^3, y\ , y'^t y'^ î 
'a seconde ne dépend que de x\^ X5, ^i? ^i, ^i? ^i- Si, en pre- 
°ïï^re approximation, nous négligions le terme très petit ^¥ ^ et 
que K* sg réduisît à Fo, nous aurions 

F' 
et F^ désignant la première et la seconde parenthèse du second 

™^ïïibre de (i5), de sorte que 

f; = t,h-u„ f; = t,^-u„ 

//F' dF' 

^ = :5^ = ° (' = 4.5,0), 

^i = rfpr=° ('='-^.3j- 

^c^ s équations canoniques deviendraient 

-df—dyi' 'df-^dx) ('-'^^'^)' 

^-*Ai pourrait alors considérer séparément le mouvement de la 

ï/^'^^ière planète fictive et celui de la seconde; car, dans les équa- 

^^ris (16) figurent seulement les coordonnées et la vitesse de la 

P*^^ filière planète et dans les équations (16 bis) seulement celles 

^ *a seconde planète. 
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Si nous examinons d'abord les équations 

Le mouvement de la preiiiiêi 
que celui d'une masse mobile m', attirée J 



Ce sera donc un inouvrincnt elliptl 
Kt'-pler. 

Si nous passons aux équations (l6 I 



F'o = 



7<yt'-^/4*-t-yi*ji 



Le mouvement de la seconde p 
que celui d'une masse mobile 



C'est donc encore un mou\( 
Comme les termes négligé:- 
termes conservés Fo, l'erreur 
biles dilTéreront dune peu desfl 
bâtions subies par ces oi'biles • 



38. Éludions maintenant la fonction periurbu 



l»F,= 



' A'BV 



"(a^"àb)-^" 



Le premier terme du second membre a reçu 
principale 'le la fonction perturbatrice; l'ei 
derniers termes s'appelle la partie complémen 
tion perturbatrice. 
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ie principale peut s'écrire 



49 



A U ^st intéressant de voir comment on pourra passer de Vex- 

dc cette partie principale à celle de la fonction pertur- 
omplète jjlF4. 
»sons d'abord que 

AC = s/âP^TxJTx^ 
*oit, plus petit que 




ce cas, l'expression 



-1 



P^^t se développer suivant les puissances croissantes de x\^ x'^, x'^, 
^ous avons, en elTel, 



(A'B')« = (BD)«-i-(AC)«— 2AC.BDC0SY, 



ei 



y par conséquent, 



("7) 



i^, =[BD-AGe'Y]"^[BD-ACc-'Yf ^, 



A'B 



Y est l'angle de la direction BD ou OB' avec la direction AC- 
ou OA'. 

Chacun des deux facteurs du second membre de (17) est déve- 

Ppable suivant les puissances de ^ toutes les fois que cette quan- 

^^ est plus petite que i . Il en est donc de même du premier 
^inbre et je puis écrire 

AB' "*^ '*BD'»-*-«' 

^ ^n est une fonction de l'angle f. 
" serait d'ailleurs aisé de voir que le terme général de cette 

^^tie P^ ^^^ peut être mis sous la forme du quotient de deux 

Polynômes entiers en x\, x'^, x'^, x^, x'^, ^J,. 

P. - l. 4 
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Si nous examinons d'abord les équations (i6), nous voyons que 

Le mouvement de la première planète fictive sera donc le même 
que celui d'une masse mobile m\ attirée par une masse fixe 

Ce sera donc un mouvement elliptique conforme aux lois de 
Kepler. 

Si nous passons aux équations (i6 bis)^ nous avons 

Le mouvement de la seconde planète fictive est donc le même 
que celui d'une masse mobile 



mi-h mv-h in-i 



m\ = 



attirée par une masse fixe 






C'est donc encore un mouvement képlérien. 

Comme les termes négligés jxF, sont très petits par rapport aux 
termes conservés F©, l'erreur commise n'est pas grande. Les or- 
bites différeront donc peu des ellipses képlériennes ; et les pertur- 
bations subies par ces orbites elliptiques seront très petites. 

38. Etudions maintenant la fonction perturbatrice |aF|. Je puis 
écrire 

Le premier terme du second membre a reçu le nom Ae partie 
principale de la fonction perturbatrice; l'ensemble des deux 
derniers termes s'appelle la partie complémentaire de la fonc- 
tion perturbatrice. 
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La psii^tle principale peut s'écrire 

et il est intéressant de voir comment on pourra passer de l'ex- 
pression de cette partie principale à celle de la fonction pertur- 
batrice eomplète jjlF,. 
Supposons d'abord que 



soit plus petit que 

Daràs ce cas, l'expression 

jig, = [(:r;-:r;)«4-(xi-xi)«-h(:ri-:ri)«]-« 

peut se développer suivant les puissances croissantes de x\j x'^,x'^ 
Nous avons, en effet, 

(A'B')» = (BD)«-h(AG)«— 2AC.BDC0SY, 
et, p^Y- conséquent, 

<■") -^^ =[BD-ACe'Y]"^[BD-ACe-'Yf^, 



ou r 

ou 

CK 



^^t l'angle de la direction BD ou OB' avec la direction AC 



un des deux facteurs du second membre de (17) est déve- 
\opp^ti\^ suivant les puissances de ^k toutes les fois que cette quan- 
tité ^st, plus petite que i . Il en est donc de même du premier 
mcnr^t^j*^ et je puis écrire 

AB' "*^ '*BD'*+«' 

^>^ *^ n est une fonction de l'angle y. 

^^ Serait d'ailleurs aisé de voir que le terme général de cette 

scrie p^ ^^^ peut être mis sous la forme du quotient de deux 

çoiyuomes entiers en x\j ^2» ^a? ^^aj ^5> ^i- 

P. - I. 4 
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Je me bornerai à renvoyer, pour plus de détails, aux n*"* 22, 23, 
24 de mon Ouvrage sur le Potentiel newtonien (Paris, Naud, 1 899) 
et à la page 5o de mon Ouvrage sur les Figures d^équilibre d'une 
masse fluide (Paris, Naud, 1903). 

Je reviendrai d'ailleurs sur cette question dans un Ghapitre ulté- 
rieur quand je traiterai en détail du développement de la fonction 
perturbatrice. 

Cela posé, le premier terme de notre série, qui correspond à 

n = o,nc sera pas autre chose que 0^5 > de sorte que la partie prin- 
cipale de la fonction perturbatrice aura pour valeur 

où n peut prendre toutes les valeurs entières positives: 1, 2, .... 
Maintenant, la fonction perturbatrice complète pourra s'écrire 

et nous aurons 

BA» = (^i - aar'j )« H- ( xC - nx'^ )»-^ (a?', - aar', )«, 



où 



^7 û — nix 

a = > p = 



in\-\- tn-i ^ wii-h/îi;' 



car on voit immédiatement que les projections du vecteur DA 
sur les trois axes sont olx\^ *^2) *^s? ^^ ^^^ celles du vecteur DC 
sont ^x\^ ^^'21 ?^3- 

On voit que les expressions de BA et de BCne diffèrent de celles 
de A'B' que par la substitution de %x\^ . . ., ou de ^x\^ . . ., à 



*M» 1 « . . • • 



/ 

Nous aurons donc 



AG» I VI ^„.. AC'* 



BA '^jU "BD"-^»' BG "Ad^ '^'•BD'»+i' 
où n prend les valeurs o, i , ?., .... 
Nous pourrons donc écrire 
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Mai s ^ est égal au premier terme de la série P© -j^ et, d'autre 
part, 

On. îx donc 

Mai :s ^ pour n = o, on a 

le tcr^irrxcî correspondant est donc détruit par le terme ^=:- 

P^ ta 1* /i = I , on a ap" — ^a" = o et le terme correspondant est 
nul. 

^ *^ 1.1 s pouvons donc écrire 

AC« 



|xF,=— mv(/ni -h m7)2(«?*-' ?«'*)*"'« 



où il prend les valeurs 2,3, . . . , ou bien encore 



9 






BD'*-*-» 



(orx doit prendre le signe 4- si /i est pair et le signe — si /i est 

''^psiir). 

^insi donc, quand on a développé la parlie principale de la 
^^lion perturbatrice sous la forme (i8) et que l'on veut obtenir 
^^ la même forme le développement de la fonction perturbatrice 
^^>plète, il suffit de multiplier chaque terme par un facteur 
^^^tant convenable. 
^^-•c facteur constant 

(//Il H- //I7)'* 

•^ ^ ^gal à 1 à des quantités près de V ordre de nii pour /i = 2, 
' ^ . . ; et il est égal à o pour /^ = 1 . 

-'^onc, à des quantités près de r ordre ni^ni^^ c'est-à-dire du 
^^^sième ordre, la fonction perturbatrice ijlFi sera égale à sa partie 
*^ ^t:icipale, moins le premier terme du développement (18) de 
^^tc partie principale. 
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Cette partie principale sera égale à 

et la partie complémentaire à 

('9) ''*»'"*^»BD»' 

aux quantités près du troisième ordre. 

Il est d'ailleurs aisé de transformer cette expression (19), qu: 
représente l'ensemble des termes du premier degré dans le déve- 
loppement de 

suivant les puissances àe x\^ x[^j x'^. 

Nous trouvons, en effet, en négligeant les carrés de x\^ x[^, x'^, 

ou 

Il reste donc, pour l'expression approximative de la partie 
complémentaire, 

Hhm^f^t ^' _•_ ^' ^' _i_ ^' ^* \ 
BD* * 

39. On peut arriver au même résultat par une voie moins dé- 
tournée. Soit 

la partie complémentaire à étudier. Comme -r-r^ — ^ est de 

Tordre de /W|, le premier terme est de Tordre de m\m^^ c'est- 
à-dire du troisième ordre. Passons au second terme 



/?ï4 m 



■{—--\ 

'Vbd bc/ 
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On sk. trouve 



BG 



= [K-?:ri)«+(:ri-?:ri)»-^(;ri-?ri)«r«. 



Développons -Kp suivant les puissances de p, ce qui est possible, 

puisqia^j ^ étant très petit, ^AC = DC sera toujours plus petit que 
BD; il viendra 

I __ I Q p AC Q j p AC* 
BG " BD "^ *^ *BD?"^^ ^*BD«"^ •'• 

^^ t.i*oisième terme du second membre (et, a fortiori, les termes 
•suivants) pourra être négligé, car, multiplié par m^niTj il devien- 
drait cle l'ordre de m^ S^, c'est-à-dire de l'ordre de /W4//1?, c'est- 
i^^aire du troisième ordre. Il reste donc pour notre partie complé- 
*neai^îyç^ toujours avec la même approximation, 

Q-^ AG nii ^ AG 



ou 



' ^ïi négligeant encore m4/w*. 



'w* /'Il Pi gjj; = ^^g^ ( a?i ar; -+- ari a-; 4- xi a:; ). 



C. Q. F. D. 



^— ^tte démonstration s'applique au cas où AC est plus grand 
* ^^ BD, tandis que, dans le numéro précédent, nous supposions 
^"^ plus petit que BD. 



^ ^i^. Examinons, en particulier, ce qui se passe dans les cas 

^ ^^ ^és aux n°" 32 et 33, et où l'une des masses est nulle. Sup- 

^ ^ons d'abord, comme au n" 33, /?2| = o. Alors, les deux pla- 

£* ^«s sont rapportées au Soleil, car les points D et C se con- 



ent* 
-^îous avons alors 

F = 4>o-H mi4>i 



^ous pouvons négliger les termes en mj. Nous négligerons donc 
^^s la /onction perturbatrice les termes en m^ m] ; nous avons 
^^ que, avec cette approximation, la partie complémentaire de la 
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fonction perturba Irîce se réduit à 

Mais le point D, étant très près du point C, la distance BD 
se réduire à BC et A'B' à AB à des quantités près de l'o 
de 77? |. 

Nous aurons donc, en négligeant m^ 

17 — /t^tn nixni', /ii4(/», -HUIT) , / i i \ 

BD> ^ * * "*" * * "*" > « 

Dans les deux derniers termes avec la même approximatio 
BD peut être remplace par BC; d'où, en négligeant m^ dans Te 
pression de <ï>o et m* dans celle de ^i, 

m4(/ni-h/?i7) 

*^ = ^' bC ' 

'^^=S~S^'^^(BÏÏ-îi)-^S('i''^-^^i^i-^^''i^- 
Rappelons que, avec les notations du n'' 33, 

41. Si l'on suppose, au contraire, comme au n® 32, /?ij|=:o^ 
la grosse planète est rapportée au Soleil et la petite au centre de 
gravité de la grosse planète et du Soleil. On trouve alors 



*i = — i ^--=T — - -h m 



'*(bd A'B7 



mr, BD 

^ "''(fb' - Âl) ^ '^^(bB " ^)- 

Dans le second membre de cette expression, le troisième terme 
correspond à la partie principale de la fonction perturbatrice et 
les deux derniers termes à la partie complémentaire. 

11 n'y a d'ailleurs aucune simplification particulière. 

42. Cas de la Lune. — Le cas de la théorie de la Lune exige 



% 
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5S 



un cs.a.i:inen spécial. Nous supposerons que le corps A est la Lune^ 
le corpis B le Soleil, le corps C la Terre. Dans ces conditions^ 
on voit, que AC est beaucoup plus petit que BD. 
Posons alors 



U,=- 



mxm^ 






BD 



Uj = mt /II* 



\BD AB/ 



m^m? 



VBD BC/ 



^^ oonserve d'ailleurs à T| et à T2 la même signification qu^au 
'^ ^^^ <Je sorte que 

F = T, -h T,-+- Ui -i- U,-H U3. 

^^^^^''^ parons Tordre de grandeur de ces différents termes; Uj 
Px*^s^nte la fonction perturbatrice, et comme AC est beaucoup 
P*^s polit que BD, on a, d'après le n- 38, 

AC" 






BD'»-^■« 



^use de la petitesse de AC, le premier terme 

AG« 



(/ni + m,)» 



BD« 



est 



.^^ beaucoup le plus grand; et comme m^ est notablement plus 
*^^ cjue /?i7, il est de Tordre de 



nii m^ 



AC» 
BD> 



d 



^ contraire, U2 est de Tordre de 




m)^tn^ 



et U| de Tordre 



• "^-^stent T| etTa ; nous savons que, dans le mouvement képlérien, 
.^ excentricité est nulle, Ténergie cinétique est constante et égale 



moitié de la valeur absolue de Ténergie potentielle. 

* ^^**, l'orbite de la Terre par rapport au Soleil, ou celle de la 

. ^^e par rapport à la Terre, s'écartent peu d'une ellipse képlé- 

^^He 1res peu excentrique. Il en résulte que T| est à peu près 

*&5iUlliiietT, à:^^. 
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Nous pouvons donc diviser la fonction F en trois parties à 
savoir : 



I** T2-I- U2 qui est de l'ordre de 



BD ' 

minti 



2® T, 4- U| qui est de Tordre de ' ^ ; 
3** Us qui esl de l'ordre de ntsm^ jc^- 

Nous avons à peu près 

//U or /W| I AC I 

— = JdOOOO, = ^-» îTîr = -; — 

m-i m-i 80 BD 4*>o 



Donc le rapport 



U, 



est 



de Tordre de — 1 rrrr | ou du -7- > 



T1-4-U1 m7\BD/ i5o 

et 

7=i — ^T- est de Tordre de — ^-l ■=r=r ) ou du • 

T,-4-Ui /7Î7 \BD/ 12000000 

On voit que la troisième partie de la fonction perturbatrice est 
notablement plus petite que la deuxième et tout à fait négligeable 
devant la première. 

Nous pouvons donc poser 

avec 

4»o=T,-4- U,; mi4>, = T,-i-U,-4-U,. 

Pour le calcul de x\^ or'-, x\ nous avons les équations cano- 
niques 

dx'i _ d^ _ d^o Ml 

dt " d/i" d/t'^^'^'d/i' 

î^^ -_ i^ — — ^-_ c^ 
dt "" dx'i " ^^i '^^^ ^^i 

(1 = 4,5,6). 

J'observe que 4>| ne dépend pas de ^'4,^5) J^'o variables qui ne 
figurent que dans Ta; quant à x\^ x\j ar„, ces variables ne figurent 
ni dans T|, ni dans U|, mais seulement dans U3 ; nos équations 
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deviennent donc 

^ '^^ de "^ dfi ' de ~ dx'i dx'i ' 

et comme Uj est négligeable devant <ï>o 



dy\^_ 
de dx'i 

Le mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité 
du système Terre-Lune est donc le même que si la fonction F se 
réduisait à ^o? c'est-à-dire que si les masses de la Terre et de la 
Lune étaient concentrées en leur centre de gravité commun. C^est 
donc un mouvement képlérien (bien entendu, si l'on ne considère 
que les actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune, et 
que l'on néglige les effets de l'attraction des planètes). 

Pour le calcul de x\^ x^^ ar,, nous nous servirons des équations 
canoniques, en y faisant / = i, 2, 3 ; mais comme x\^ x\^ x\ ; y\^ 
y\^ y\ ne figurent pas dans ^0 ces équations se réduiront à 

. o JL • \ ^i ^^t dy'i d^x 

(.36») — = m,-., ^=_„.,__. 

La fonction ^1 dépend, comme aux n"* 33 et 40, non seulement 
des inconnues x\ , x^^ x^ ; y\ , y'^^ y\^ mais encore du temps / ; car 
tlle dépend de a:',, x\^ x\ qui peuvent être regardées comme des 
fonctions connues du temps, définies par les équations (20). 

La fonction mi^i se compose elle-même de deux parties 

Tf4-U| et Us; la seconde est, nous l'avons vu, beaucoup plus 

petite que la première et pourra jouer le rôle de fonction pertur- 

oairice. Mais la petitesse de cette fonction perturbatrice n'est pas 

^^^ ici aux mêmes circonstances que dans le cas des perturbations 

^^s planètes. 

t-Q masse perturbatrice m s est celle du Soleil qui, loin d'être 

^'^^^ petite, est au contraire très grande. Mais le rapport que l'on 

envisager est 



^'oit. 



my /ACy 
m: \BC/ * 



^^i 



AC 



est très petit, parce que ^ est petit 



m ••! tiii-» .'VriiiUtir^ i a-"^r;iifi«»*r ;« iiinmim. i»ci Lui i»atnce soas u 
itiTiii* * •••mil** iii. i' 3^. 

l II* «iiJi-* •-iiirf'^nit- iivz. 1' ÎW' -'" ^••. xi»»tt^ ifvciiiî^ dîi qiK* qaand 
ir iiit;—^ n --i. :iiijniiif*ai* i»-iii* n. i»eu". TTaiHKirtaer l*** t>'»rp5 A et 
1 * C 1^— • nif j- !• iiii !• --- .-'iniiiiic fv^-t îf- |»c«uit C Ici la 
miî*?<: FI — i «^r^i i»":ii- i»iiU' iK liit- mfiuPT SUT if- iDonvraidil du 
^•frrL i*4ir r«iiii*t*r: ul i*«iiii I aiir^ ai i. âcm^'ui: ara »"* 33 rt 40, 
iLafc? ik mirrv w I. "ïT. i«î- ir-^rs it-ui- i*£ir Tuia^nn n iwt p:»ur que 



i:' •^' DU — : :— jiL au- u «iît ««H'iiiifrri»!!^ £ armuaine. 



iftoii< menons 

variables du 

<!>ii"arri%-e- 

aUcs. par 



V . 



^ •1.'* i-ï «lî- «.li:>" 3ta:ii. u: :*iitiirfii>f!ii: ÔK varîaiilc^ qui n'allère 
Mtîi'- : nr^.r-r^ir»--»!;: i :•" ri. >-» :-fc*?.f 7*:*i2r li trui^fonnation du 



^' **- - *^*>>>>:'r j- . tn>f—^i-f r-.itr-iDjxff -m ioadioii des v' n'a 






1- <* = 



n- 



n , 



^ :i:: :*f i.: > tvnr 



X :«.->ir: 



n 



li 



Fi r« 



ff 



n - «- 



/•^ 



W =r 



''• — 



u> i. r, r> 



* - 



ri • 
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OÙ 

A 11% t 

T,= •;i-(y,y»H-y,/>+y,y.)- 

Nous aurons donc 



F = T,-4-T,-+-T,— 



AG BG Ali 



> 



el celle fonction F peut être considérée comme formée de quatre 
parlies : 

r» T, ^jr^ qui sert à définir Tellipse képlérienne dont le 

poînl A. s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
au point C; 

5i** T2 ^p-^ qui sert à définir Tellipse képlérienne dont le 

point B s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
au point C; 

^*^ Tr"*' c'e5/ la portion principale de la fonction pertur- 
batrice qui a pour expression 



— /Iîl/ll4 



/(^i — ^; y -H (^'1 - ^\ )' -^ (^3 - < ;* ' 



4" Et enfin T3 qui représente la partie complémentaire de la 
/onction perturbatrice. 

44. Méthode usuelle. — Les astronomes se servent encore d'une 
autre transformation. 

I^osons 

X ^=^ X\ — X7, X ^ = 374 — Xt, 

Les deux planètes A et B seront ainsi rapportées Tune et l'autre 
^u Soleil C. 

Nous poserons d'ailleurs 
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11 est aîsé de voir alors que nos équations deviennent 
/ dx) dF' dv'i dF' ^ . ,, 

[w-d/i' lu- dF; (»-b5,6), 

où Ton a 

On voit que les équations (21) ne sont pas canoniques puisqi 
dans certaines d'entre elles figure la fonction F' et dans les autr 
une autre fonction F'. 

Les fonctions F' et F" se composent de quatre parties : 



I® La partie 






ami^-^» ^-^^ ^-^^ ' AG AG 



qui définit l'ellipse képlérienne dont A s'écarte peu dans son mo 
veinent relatif par rapport à C; 
2® La partie 



iy'.'-^yi^y^) 



im,,'^' ^-^^ -^^ ' BG BG' 

qui définit Tellipse képlérienne dont le point B s'écarte peu dar 
son mouvement relatif par rapport à C; 

3® La partie principale de la fonction perturbatrice 

AB ' 
i^ La partie complémentaire de la fonction perturbatrice qui c 

-^ {x\x,-^ x^x^-^ x^x^\ 
dans F' et 

\Qj V* l «^V "*" '^l -^5 "*" "^3 «^6 /» 

dans F''. 
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Les équations (21) s'obtiennent très aisément et je me bornerai 
à renvoverau Chapitre 111 du P*" Volume de la Mécanique céleste 
de Tisserand. 

Ce cliangement de variables présente de graves inconvénients. 
-Von seulement il altère la forme canonique des équations, mais il 
ne corxserve pas la forme des intégrales des aires. 

Aussi n'en ferai-je aucun usage. C'est pour cette raison que je 
'ne boi^ixe à renvoyer le lecteur à l'Ouvrage de Tisserand. 



-£ ••••:"i: 



^«» 
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le lelle fa<^on que x\, x^^ x'^ soient les coordonnées du centre de 
;ra\ilé D des deux corps A et C, et que x\^ x.^^ x'^ soient les pro- 
iecûons du vecteur CA sur les trois axes. 

Nous savons que Ton peut, sans restreindre la généralité, sup- 
poser le centre de gravité fixe, supposer, par conséquent : 



X-j — J'g — x^ — o, 



de sorte que le nombre des degrés de liberté est réduit à 3. 

Dans ces conditions, les équalions du mouvement restent cano- 
niques et s'écrivent 

(i bh) 



ou 



da/t d¥ 

dt - dy/ 


dfi _ dF 
dt dx'i 


T-+-U; T = 


-^ {/? +y.' +y.'), 



(i bis) 



U = 



•À m I 
"ÂG" 



Si nous comparons les équations (i bis) et (2 bis) aux équa- 
tions (1) et (2), nous verrons que le mouvement relatif du corps A 
par rapport au corps C est le même que celui d'une masse mo- 
bile 



m. = 



m i -h m-j 
attirée par une masse fixe 



m I m? 



/nj 



Nous verrons bientôt qu'une masse mobile attirée par une 
masse fixe décrit une ellipse dont la masse fixe occupe un des 
foyers. La trajectoire du point A, dans son mouvement relatif 
par rapport au point C, sera donc aussi une ellipse, ajant pour 
foyer C. 

Comme les segmenta AD, DC et AC sont dans un rapport con- 
stant et que le point D est supposé fixe, nous voyons que les 
points A et C, dans leur mouvement absolu y décrivent deux 
ellipses homothétiques ayant pour foyer commun le point D. 

47. Emploi de la Méthoda da Jacobi. — Nous sommes donc 



mené, à étudier le mouvement d'un corps mobile attiré par un 
linl lis.-. Ce problème peul être résolu de bien des manières ; 
sis. en vue des applications qui \onl suivre, il est nécessaire que 
.us le résolvions par une méthode particulière ; par la méthode 
■ Jacobi. exposée au n* 10. 
Comme nous avons 



^r\-t-xl-i-ri 



;quution de Jacobi s'écrit 

Que devient cette équation quand on adopte de nouvelles coor- 
mnée^, soit rectangulaires, soit quelconques. C'est ce que nous 
iprend l'analv se du n* 1 1 . 

On obtiendra l'équation ( 3^ transformée en faisant le change- 
lent (le variables de Haniilton du n" 8 et en remplaçant /), par 
— dans la nouvelle expression de F. 

Si l'oa adopte d'abord de nouvelles coordonnées rectangu- 
ires jr\ . xj, jr\. on aura i sî l'origine reste au point C) 

ACï=*,*-r-J-,'— X,*- 

1 U dérivée do T. par rapport à -^ > sent 



■■<T\e que L miuvcllo équjiiion do Jacobi sera encore 



L* t.'emc do l't^quaii.^n de Jacobi ne change donc pas quand on 
«a«^ do c^y^cJonnoos nvian^uljtires ou. en d'autres termes, la 






■:-?f!cii- î. •* ' 
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fowtction S satisfait aune équation aux dérivées partielles dont 
IcL forme est indépendante du choix des axes ^ pourvu que l'ori- 
gine reste au point C, 

Passons maintenant aux coordonnées polaires en posant 

Xi = rsînÇ coscp, 
Xi= rsinÇsincp, 
5?3 = r cos Ç. 

Si l'on se rappelle l'expression de la vitesse en coordonnées po- 
laires, on voit que l'on a 



-?[(^o"-(S)'— Kâ)']- 



de sorte que les dérivées de T par rapport à 

dr rfÇ do 

sont respectivement 



dt^ dt^ dt 



dt dt ^ dt 

et que l'on a 

T = R»H- -- -+. . 

•imi r* r»siii»Çj /• 

L'équation transformée de Jacobi s'écrit donc 

<^> ^LlSrj "^r«l3c; -^Filîiiî^Vrf^; |-— = const. 
L'équation (4) est d'ailleurs indépendante du choix des axes. 

-48. Il s'agit de trouver une intégrale de l'équation (4) dépen- 
dant de trois constantes arbitraires. 

Cherchons donc à y satisfaire en posant 

et en désignant par ^ la constante du second membre. 

P. - I. /i 
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Nous pouvons donc diviser la fonction F en trois parties à 
savoir : 

/114IW7 



1° T2-HU2 qui est de Tordre de -wg-; 
2® T, -h U, qui est de Tordre de ^Iq^ I 
3" U, qui esl de Tordre de m^ms w^* 
Nous avons à peu près 

m^ m^ 80 BD 4^0 

Donc le rapport 

^ rr est de lordre de — ^ ( 777^ ) ou du -=- > 

T|-+- Ui m-i \BD/ i5o 



• 



et 



' est de l'ordre de — -{ ttwt J ou du • 



m» /ACy 
m7\BD/ 



Ti-hUi m7 \BD/ 12000000 

On voit que la troisième partie de la fonction perturbatrice est 
notablement plus petite que la deuxième et tout à fait négligeable 
devant la première. 

Nous pouvons donc poser 

F = 4>o-h mi4>i, 
avec 

*o=T,4-U,; m,4>i = T|4-Ut-hU,. 

Pour le calcul de x\^ x\^ x\ nous avons les équations cano- 
niques 

dx'i _ û?F _ £^ ^1 

dt - dyr d/i'^'^'^dy'/ 

dt "^ dx'i "" rfrï ^^^ dx'i 

(î = i, 5, 6). 

J'observe que <Ï>| ne dépend pas de J^p^'5, y'^ variables qui ne 
figurent que dans T2; quant à x\, x\j x\^ ces variables ne figurent 
ni dans T|, ni dans U|, mais seulement dans U3 ; nos équations 



LE PROBLÈME DBS TROIS CORPS. Sy 

deviennent donc 

^ ^ dt " dy't ' dt " dxi dx'i ' 

et comme U3 est négligeable devant <ï>o 

dy'i ^ d^^ 
dt dx'i 

Le mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité 
du système Terre-Lune est donc le même que si la fonction F se 
réduisait à 4>o, c'est-à-dire que si les masses de la Terre et de la 
Lune étaient concentrées en leur centre de gravité commun. C^est 
donc un mouvement képlérien (bien entendu, si l'on ne considère 
que les actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune, et 
que l'on néglige les effets de l'attraction des planètes). 

Pour le calcul de x\^ x^^ x\^ nous nous servirons des équations 
canoniques, en y faisant / = i , 2, 3 ; mais comme x\^ x\^ x\ ; y\^ 
y^^y\ ne figurent pas dans 4>o ces équations se réduiront à 

/ , ^ . . . dj^i rf4>, dy'i rf4>i 

(.36„) -5/ = "».^-;. •^=-"'«z;^- 

La fonction <Ï>| dépend, comme aux n"* 33 et 40, non seulement 

^es inconnues x\^ x\^ x\\y\^ y'^^y^t ^^^^s encore du temps /; car 

^"e dépend de a:',, x\^ x^ qui peuvent être regardées comme des 

^octions connues du temps, définies par les équations (20). 

La fonction /w,4>i se compose elle-même de deux parties 

' ^ U, et U3; la seconde est, nous l'avons vu, beaucoup plus 

rutile que la première et pourra jouer le rôle de fonction pcrtur- 

^wce. Mais la petitesse de cette fonction perturbatrice n'est pas 

^ ^eî aux mêmes circonstances que dans le cas des perturbations 

^^^ planètes. 

L<a masse perturbatrice m s est celle du Soleil qui, loin d'être 
^s petite, est au contraire très grande. Mais le rapport que l'on 
^ou envisager est 

m* /ACy 
//I7 \BG/ ' 

^>i^ est 1res petit, parce que ^ est petit. 
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A G 
La petitesse de -^ entraîne encore une autre conséquence, c'est 

qu'on aura avantage à dëvelopper la fonction perturbatrice sous la 
forme (i8) comme au n** 38. 

Une autre remarque : aux n*"* 30 et 40, nous avons dit que quand 
la masse nti est infiniment petite, on peut rapporter les corps A et 
B à C, parce que le point D se confond avec le point C. Ici la 
masse /?i| est assez petite pour ne pas influer sur le mouvement du 
Soleil par rapport au point D, ainsi qu'il arrivait aux n"* 33 et 40, 
mais la masse m i n'est pas assez petite par rapport à m^ pour que 
les points G et D puissent être regardés comme confondus. 

43. Cas de la transformation du n*" 26. — Tout ce que nous venons 
de dire suppose que l'on a adopté le changement de variables du 
n** 30 qui est celui que nous adopterons d'ordinaire. Qu'arrive^ 
rait-il si l'on adoptait un autre changement de variables, pa^ 
exemple celui du n** 26? 

Au n** 26, nous avons posé 

X^ — Xi — X-y X^ — X\ X;^ X-j — 3^7, 

Nous avons ainsi défini un changement de variables qui n'ai 
ni la forme canonique des équations, ni la forme des inté 
des aires. 

Mais, contrairement à ce qui se passe pour la transformation 
II® 30, l'expression de l'énergie cinétique en fonction des y 
pas la même forme que son expression en fonction des^. 

Nous avons en eflet, en tenant compte de la condition y\ 

nii ni^ m-: m\ m^ ' m-i 



ce qui peut s'écrire 



' • /a II 



en posant 



/;ii ni^ m-i 



, nittn-. , WU/W7 

m, = » m.= 



* /Wj-h //Î7 * /Wv-h m-i 

Nous aurons donc 

s 



^=i2£. = '^'^'r'-'^" 
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OÙ 

T, = ;^ ( y, y» H- y, ^'. + ri y. )• 



Nous aurons donc 



ni\mi m-^nii ntim^ 
ÂG BC ÂF 



F = T,-hT,-+-Tj j-^ „-7^ r-n-» 



ficelle fonction F peut être considérée comme formée de quatre 

parties : 

'* T| ^jr^ qui sert à définir l'ellipse képlérienne dont le 

pojnt A s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
^«pointC; 

2** Tj ^p-^ qui sert à définir l'ellipse képlérienne dont le 

P^>ut B s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
^" point C; 

^*^ — ^xn^ ' c'e5/ la portion principale de la fonction pertur- 
^^^ice qui a pour expression 



/IÎ1/114 



^{x\-x\y-^{x\-x\Y-^-{x\^3/,)^' 



'î'* Et enfin T3 qui représente la partie complémentaire de la 
^^^ciion perturbatrice. 

^4-, Méthode usuelle. — Les astronomes se servent encore d'une 
^^ï*o transformation. 
-* Osons 

X^ = X\ — X',^ X^ = X^ — Xt. 

'^s deux planètes A et B seront ainsi rapportées l'une et l'autre 
■^^^ Soleil c. 



^ous poserons d'ailleurs 



d.r/ 
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fonction perturbatrice se réduit à 



BD» 



(J-; j-; -+-«•; ri -f-a^i ri). 



Mais le point D, étant très près du point C, la distance BD peut 
se réduire à BC et A'B' à AB à des quantités près de Tordre 
de /W|. 

Nous aurons donc, en négligeant /?? ^ 

F = (T,-^T,)- --^ ^ j^-^5 + '''» ''^^\bD - ÂÏÏ j 

"^ BD* * ^* -^ ^j ^i ~^" ^j-3^6 )• 

Dans les deux derniers termes avec la même approximation 
BD peut être remplacé par BC; d'où, en négligeant m^ dans l'ex- 
pression de <ï>o et mj dans celle de 4>,, 

w4(/ni-h/?i7) 
*^=^* BC ' 

Rappelons que, avec les notations du n" 33, 

4-1. Si l'on suppose, au contraire, comme au n® 32, /?î| = o^ 
la grosse planète est rapportée au Soleil et la petite au centre de 
gravité de la grosse planète et du Soleil. On trouve alors 

■^ '"» (ff " Âl) -^ '^^ (bÎd " bî) • 

Dans le second membre de cette expression, le troisième terme 
correspond à la partie principale de la fonction perturbatrice et 
les deux derniers termes à la partie complémentaire. 

11 n'y a d'ailleurs aucune simplification particulière. 

42. Cas de la Lune. — Le cas de la théorie de la Lune exige^ 
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^in examen spécial. Nous supposerons que le corps A est la Lune^ 
'e corps B le Soleil, le corps C la Terre. Dans ces conditions^ 
On voit que AC est beaucoup plus petit que BD. 
'^osons alors 

mt/W7 m4(miH-m7) 
^» = ~"ÂG"* ^* = "813 ' 

J ^ conserve d'ailleurs à T, et à Ta la même signification qu'an 
^^ ^^, de sorte que 

F = Ti-hT,-f-U,-hU,-+-Uj. 

omparons l'ordre de grandeur de ces différents termes; Us 
■"^p^K^ésente la fonction perturbatrice, et comme AC est beaucoup 
P^ •-» ^ petit que BD, on a, d'après le n** 38, 






AC« 
BD«-»-« 



^î^^ cause de la petitesse de AC, le premier terme 

^^ (;n,-^/ll7)» *BD» 

^^ •- de beaucoup le plus grand; et comme nit est notablement plus 
f~^^ •^ ît que /W7, il est de Tordre de 

AC« 



nii m^ 



BD> 



^"\u contraire, Uj est de Tordre de ^^^ et U| de Tordre 
Jn^m^ 

le"' 

estent Tj etTa ; nous savons que, dans le mouvement képlérien, 
'excentricité est nulle, l'énergie cinétique est constante et égale 
^i moitié de la valeur absolue de l'énergie potentielle, 
^r, Torbite de la Terre par rapport au Soleil, ou celle de la 
^ne par rapport à la Terre, s'écartent peu d'une ellipse képlé- 
nne très peu excentrique. Il en résulte que T| est à peu près 

^làlli^etT, à:^^. 



\ 
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Nous pouvons donc diviser la fonction F en trois parties à 
savoir : 



• 



1° T2-HU2 qui est de Tordre de ^^ ; 
2® T, + U| qui est de Tordre de ^Iq^ I 
3° U, qui est de Tordre de m^m^ wgï* 

Nous avons à peu près 

ni^ my I AC I 

— = 350000, — = 3-» =77 = ". — 
m^ m^ 80 BD 400 

Donc le rapport 

Us j 1» j 1 'w^ /AG\' , I 

= =-r- est de lordre «le — î ( =7=? ) ou du -=- > 

TiH- Ui m^ \BD/ i5o 

et 

Us . A V A A '"l /A^\* A ^ 

= n- est de 1 ordre de — ( -17=: ) ou du • 

Tj-f-Uî m7 \BD/ 12000000 

On voit que la troisième partie de la fonction perturbatrice est 
notablement plus petite que la deuxième et tout à fait négligeable 
devant la première. 

Nous pouvons donc poser 

F =4>oH- mi4>i, 
avec 

*o=T,-4-U,; /ni4>,= T,4-Ut-hU,. 

Pour le calcul de x\^ :c'-, x'^ nous avons les équations cano- 
niques 

dt " dy, - d/i'^'^'d/i' 

dt ''~ dx'i "" rfr7 '"^ dx'i 

(1 = 4, 5, 6). 

J'observe que <ï>i ne dépend pas de ^'p J^'5, y\ variables qui ne 
figurent que dans T2; quant à x\^ x\^ x^^ ces variables ne figurent 
ni dans T|, ni dans U|, mais seulement dans U3 ; nos équations 
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deviennent donc 

^ dt ^ dy'i ' dt ~ dx'i dx'i ' 

^^ comme U3 est négligeable devant <î>o 

dy) _^ d^o ^ 
"dt dx'i * 

Le mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité 
^^* système Terre-Lune est donc le même que si la fonction F se 
^^duisait à <î>oi c'est-à-dire que si les masses de la Terre et de la 
*-une étaient concentrées en leur centre de gravité commun. C^est 
^o/ic un mouvement képlérien (bien entendu, si l'on ne considère 
T*'e Jos actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune, et 
^^c Ton néglige les effets de l'attraction des planètes). 

'^oiirle calcul de x\^ x\^ x\^ nous nous servirons des équations 
^«noniques, en y faisant / = i , 2, 3 ; mais comme x\^ x\^ x\ ; y\^ 
'^v^\ ne figurent pas dans <î>o ces équations se réduiront à 






des 



^^ fonction <Î>| dépend, comme aux n"* 33 et 40, non seulement 
inconnues x\, x\^ ^sî J^'n ^2'^3J mais encore du temps t\ car 



^ dépend deor'j, x\^ x\ qui peuvent être regardées comme des 
*^<itions connues du temps, définies par les équations (20). 



,^ -■--^ fonction /n,<î>| se compose elle-même de deux parties 
• "^i^ U| et U3; la seconde est, nous l'avons vu, beaucoup plus 
|*^^*t.e que la première et pourra jouer le rôle de fonction pertur- 
^^^ce. Mais la petitesse de cette fonction perturbatrice n'est pas 
^^ ici aux mêmes circonstances que dans le cas des perturbations 
^^^^^^^ planètes. 



a masse perturbatrice m^ est celle du Soleil qui, loin d'être 
**^s petite, est au contraire très grande. Mais le rapport que l'on 
^^i t, envisager est 

mv /AG\» 



m 7 



^^1 est très petit, parce que ^ est petit 
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La petitesse de -^ entraîne encore une autre conséquence, c'est 

qu'on aura avantage à développer la fonction perturbatrice sous la 
forme (i8) comme au n** 38. 

Une autre remarque : aux n*** 30 et 40, nous avons dit que quand 
la masse ntt est infiniment petite, on peut rapporter les corps A et 
B à C, parce que le point D se confond avec le point C. Ici la 
masse /?i| est assez petite pour ne pas influer sur le mouvement du 
Soleil par rapport au point D, ainsi qu'il arrivait aux n"* 33 et 40, 
mais la masse /ni n'est pas assez petite par rapport à m^ pour que 
les points C et D puissent être regardés comme confondus. 

43. Cas de la transformation du n** 26. — Tout ce que nous venons 
de dire suppose que Ton a adopté le changement de variables du 
n" 30 qui est celui que nous adopterons d'ordinaire. Qu'arrive- 
rait-il si l'on adoptait un autre changement de variables, par 
exemple celui du n** 26? 

Au n** 26, nous avons posé 

Nous avons ainsi défini un changement de variables qui n'altère 
ni la forme canonique des équations, ni la forme des intégrales 
des aires. 

Mais, contrairement à ce qui se passe pour la transformation du 
11® 30, l'expression de l'énergie cinétique en fonction des y' n'a 
pas la même forme que son expression en fonction des j'. 

Nous avons en effet, en tenant compte de la condition y\ = o, 

.r? , yl , r? _y.' , fs' ^ iy\-^y\)\ 

nix m^ m-; /i?i m^ m^ 



ce qui peut s'écrire 



en posant 



— j — I . — I» , 






/^t-t- //Î7 //ïv-h /II7 

Nous aurons donc 



T=S^. = 'r'^^'-'r" 
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OÙ 



T.= rrr(yt'+y.' +y.M. 



T, = -^ ( y, /v + y, ^ s + y» y. >• 

/Il 7 

Nous aurons donc 

rni/n-, m^m-i ni\m^ 



F = T,-hT,-f-T,— 



AC BC Ali 



> 



*^^ celle fonclion F peut èlre considérée comme formée de qiialrc 

* T, -^^ qui sert à définir l'ellipse képlérienne dont le 

»^^* m A s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
""^^ point C; 

^** Tj ~--i- qui sert à définir Tellipse képlérienne dont le 

^t\i B s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport 
'"' point C; 

— ~Xïï~*' cV^r la portion principale de la fonction pertur- 
' «oe qui a pour expression 



— m 1/724 



v/(x'i -x; )î -h (ar; ~ x\ )« - (:ri - a/^ )î ' 



^ '^ *^t enfin T3 qui représente la partie complémentaire de la 
^^ * oyi perturbatrice. 

• ^Méthode usuelle. — Les astronomes se servent encore d'une 
^ ^ ransformation. 

iTi = a?i — JT-, X^'='X\ — a";. 

^ cJeux planètes A et B seront ainsi rapportées l'une et l'autre 
^^s poserons d'ailleurs 

ilr'i 
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II est aisé de voir alors que nos équalions deviennent 

I rfr', dF' dv', dF' .. ,. 

^"' ]dT't dF- d/,_ dF- .., . fiv 

\lû = Wi' 'dr--d^ {«-^,5.6), 

OÙ l'on a 

¥7" V y'i^ îî '^î '"* _t_ '"!''** /-^' V .1. V ^' _!_ ^' -^' I 



On voil que les équations (21) ne sont pas canoniques puisque 
dans certaines d'entre elles figure la fonction F' et dans les autres 
une autre fonction F'. 

Les fonctions F' et F" se composent de quatre parties : 

1® La partie 

I . ., ,, ,,, mini', ni\ 



^mi^-"'^^*^^^ ' AC AG 

qui définit l'ellipse képlérienne dont A s'écarte peu dans son mou- 
vement relatif par rapport à C; 
2° La partie 



qui définit l'ellipse képlérienne dont le point B s'écarte peu dans 
son mouvement relatif par rapport à G; 

3° La partie principale de la fonction perturbatrice 

AB ' 
.\^ La partie complémentaire de la fonction perturbatrice qui est 

dans F' et 



^rs (^'i ^* "^ ^» '^^ "^ ^3 -^6 )» 



dans F". 
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Les équations (21) s'oblîennent très aisément et je me bornerai 
à renvoyer au Chapitre 111 du P** Volume de la Mécanique céleste 
de Tisserand. 

Ce changement de variables présente de graves inconvénients. 
Non seulement il altère la forme canonique des équations, mais il 
ne conserve pas la forme des intégrales des aires. 

Aussi n'en ferai-je aucun usage. C'est pour cette raison que je 
me borne à renvoyer le lecteur à l'Ouvrage de Tisserand. 



CHAPITRE m. 

LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 



45. Le problème des deux corps. — Considérons deux < 
cl C, le premier mobile de masse m, le second fixe de mas* 
étudions le mouvement du premier sous rinfluencc de Tatl 
newtonienne exercée sur lui par le corps fixe. 

Nous prendrons le point C pour origine et nous désigner 
Xi^ x-iy X3 les coordonnées du corps A et par^,, y^j y^ le 
posantes de sa quantité de mouvement. 

Le mouvement de ce corps dépend des équations canoni 

dxi _ d¥^ dvi _ dV 

^*^ dt ~ dyi' dt ~ dxi 

où 

j F = T + U ; T = .^ (y\ +y\ +^'J), 

(•2) < 

l AC 

46. Supposons maintenant deux corps A et G de masse 
//i7, mobiles tous les deux et s'attirant mutuellement, d'à 
loi de Newton. 

Nous représenterons, comme au Chapitre 11, les coord 
du point A par Xi, X2y ^3, celles du point C par j^y, J7g, jTj 
composantes des quantités de mouvement de ces deux co 
la lettre j^ aiFectée des mêmes indices. 

Nous appliquerons le changement de variables du n** 2€ 
poserons donc 

.r^j = xi^a:-:, ni\ x'. = niiXi -f- m-i x-i, 

m, = , 7/1. = ffiy-^m-. 

mi-r-nii * ' 
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do telle façon que x\^ j?'^, x\ soient les coordonnées du centre de 
gira^ité D des deux corps A et C, et que x\ , x^, x.^ soient les pro- 
jec lions du vecteur CA sur les trois axes. 

Wous savons que l'on peut, sans restreindre la généralité, sup- 
poser le centre de gravité fixe, supposer, par conséquent : 



•^7 — ^8 — '^% — ^î 



de sorte que le nombre des degrés de liberté est réduit à 3. 

Dans ces conditions, les équations du mouvement restent cano- 
ûiques et s écrivent 

(' bis) 

ou 



dodf d? 

dt - dy/ 


dy _ dV 

dt dr'i 


T-hU; T = 


-^ky'^^yi+yi). 



(a h 



is) 



U = 



1 m 1 



Si nous comparons les équations (i bis) et (a bis) aux équa- 
^*^iï^s (i) et (2), nous verrons que le mouvement relatif du corps A 
P^i* rapport au corps C est le même que celui d'une masse mo- 



m^ = 



//Il tn^ 



nix -h ^n^ 

^^^***ce par une masse fixe 



//Il m^ 

•= //li-h/W;. 



//ij 



^îous verrons bientôt qu'une masse mobile attirée par une 
^^se fixe décrit une ellipse dont la masse fixe occupe un des 
^^y ^rs. La trajectoire du point A, dans son mouvement relatif 
^^^ rapport au point C, sera donc aussi une ellipse, ajant pour 

lOmme les segments AD, DG et AC sont dans un rapport con- 
^ï^t et que le point D est supposé fixe, nous voyons que les 
*^^^îxits A et C, dans leur mouvement absolu, décrivent deux 
^^^ J)ses homothétiques ayant pour foyer commun le point D. 

^7. Emploi dm la Méthode da Jacobi. — Nous sommes donc 



V 
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ramenés à étudier le mouvement d'un corps mobile attiré par un 
point fixe. Ce problème peut être résolu de bien des manières ; 
mais, en vue des applications qui vont suivre, il est nécessaire que 
nous le résolvions par une méthode particulière : par la méthode 
de Jacobi, exposée au n** 10. 
Comme nous avons 



const. 



Téquation de Jacobi s'écrit 

(3) jLr/i^Ë.y^./iÇiv.H/'— VI /nM ^ 

'2ml\dxJ '^[dxtj "*"Wj^3/ J y/xl-hxl-^-xl 

Que devient cette équation quand on adopte de nouvelles coor- 
données, soit rectangulaires, soit quelconques. C'est ce que nous 
apprend l'analyse du n® 11. 

On obtiendra l'équation (3) transformée en faisant le change- 
ment de variables de Hamilton du n"^ 8 et en remplaçant p^ par 

-7— dans la nouvelle expression de F. 

Si l'on adopte d'abord de nouvelles coordonnées rectangu- 
laires x\, x'^y x\, on aura (si l'origine reste au point C) 

-t[(=^)'-(#)'-(^)'] 

et la dérivée de T, par rapport à -^> sera 

f/x- 
'^' dt 

On aura 

de sorte que la nouvelle équation de Jacobi sera encore 

! r/f[s^y (—Y (—y^ mM 



= const. 



La forme de Téquation de Jacobi ne change donc pas quand on 
change de coordonnées rectangulaires ou, en d'autres termes, la 
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fonction S satisfait aune équation aux dérivées partielles dont 
la forme est indépendante du choix des axes , pourvu que l'ori- 
gine reste au point C* 

Passons maintenant aux coordonnées polaires en posant 

Ti = rsinÇ coscp, 
Xj= rsin^sincp, 
Xi= r cos Ç. 

Si l'on se rappelle l'expression de la vitesse en coordonnées po- 
laires, on voit que l'on a 

-t[(I)'-(I)'— '«<$)■]. 

de sorte que les dérivées de T par rapport à 

dr ûfÇ df^ 

sont respectivement 



dt' dt' dt 



-. dr — de . do 

R = m-T7, Z = /nr«-TÎ, * = /nr> sin' Ç -y^ * 

ai dt dt 

et que l'on a 

L*équation transformée de Jacobi s'écrit donc 

L'équation (4) est d'ailleurs indépendante du choix des axes. 

48. Il s'agit de trouver une intégrale de l'équation (4) dépen- 
dant de trois constantes arbitraires. 

Cherchons donc à y satisfaire en posant 

et en désignant par ^ la constante du second membre. 

P. - I. 5 
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Dans cette expression, S| désigne une fonction de /• seulement 
et G représente une constante. 
Nous aurons alors 

dS _dSi ^S _ p dS _ 

dr " dr' 5C "" ' do" ^' 



et l'équation (4) deviendra 






2L« 



d'où 



d'où 



dS 



di 



x_ .__ 1 % m^ M _ G» __ m^M» 



(5) s,=j^rY/-;:-----LÏ-- 

49. La solution que nous venons de trouver ne nous suffit 
pas encore, puisqu'elle ne contient que deux constantes arbi- 
traires L et G. Mais il est aisé de la généraliser; nous avons vu, en 
eflet, que la forme de l'équation (4) est indépendante du choix 
des axes; or Ç représente l'axe du vecteur AC avec l'axe des x^. 
Nous aurons donc une nouvelle solution en prenant 

S= Si-hGÇ, 

la lettre Ç désignant cette fois l'angle du vecteur AC avec une 
droite A quelconque passant par l'origine. Cette droite A, en effet, 
aurait pu être choisie pour axe des Xz sans que la forme de l'équa- 
tion (4) en eilt été changée. 

La nouvelle solution contient cette fois 4 constantes arbitraires, 
puisqu'il faut 2 constantes pour définir la direction d'une droite 
passant par l'origine. 

Une de ces constantes est superflue, nous assujettirons donc la 

droite A à rester dans le plan des :ri, x^ et nous appellerons 8 

l'angle de cette droite A avec l'axe des x^. Nous avons alors trois 

constantes 

L, G, 6. 

SO.'Nous n'avons qu'à appliquer la règle du n** 10 ; nous pose- 
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rons 

dj:i " ^'' dh ^ '' dG" ^' rfe ~ ' 

el alors Z, gj S seront des constantes ou des fonctions linéaires dm 
temps; L, G, 6 seront des constantes. On aura 

dl _d^ dg_d^ d( — e) _ d^ 

dt '^ dh' dl ~ dG' dt " £^ ' 

où *h désigne le second membre de l'équation (4) î on a donc 



^=- 



aL» 



Nous aurons donc 



dl _ m» M» dg _ rfe _ 

dt ~ "L»"' dt "^^ It " ""' 

Donc / est une fonction linéaire du temps, ^ et 6 sont des. 
constantes. Nous poserons, d'ailleurs, 

dl 
dt 

ol. Quelle est la signification de toutes ces formules ? 
Le radical 



v/ 






devant toujours être réel, le rayon vecteur r ne pourra varier 
qu'entre certaines limites. Son maximum s'appellera la distance 
aphélie et son minimum la distance périhélie ; la moyenne arith- 
métique sera la distance moyenne et sera désignée para, tandis 
que les distances aphélie et périhélie seront respectivement dési- 
gnées par 

a(n-e), a{\ — e). 

On obtiendra ce maximum et ce minimum pour lesquels le 
radical cesse d'être réel, en égalant ce radical à zéro, ce qui donne 

m^ M« r« — 2 m» ML» r-h G« L« = o. 

La somme des racines devant être égale à 2a, on a 

/n«Ma= L», 
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d'où 

Le produit des racines doit être a^ (i — e*) ; on a donc 

G«L* = m*M«a«(i~<5«), 
G» =/n«Ma(i — O» 
G = m /m v/a(i — «*); 



il vient d'ailleurs 






Jusqu'ici nous n'avons pas choisi la limite inférieure de l'in- 
tégrale (5), de sorte que la fonction S| n'est déterminée qu'à une 
constante près; nous choisirons pour limite inférieure la distance 
périhélie a ( i — e), de sorte que nous aurons 



(6) S, 






en désignant par S', notre radical. 

52. Formules du mouvement képlérien. — Examinons l'équa- 
tion 

Je remarque d'abord que Si ne dépend pas de 0, c'est-à-dire de 
l'orientation de la droite A. Nous aurons donc 

dO "^dO' 

Considérons une sphère de rayon i ayant pour centre l'origine; 
l'axe des ^i viendra percer cette sphère en un point A, le plan des 
.r^x-i suivant un grand cercle ABC. La droite fixe A, qui est dans 
le plan des :ri j^a, percera la sphère en B ; le rayon vecteur qui va 
de l'origine à la masse mobile percera la sphère en D. 

Le plan de A et du rayon vecteur coupera la sphère suivant un 
grand cercle BD qui coupera le grand cercle BC sous un angle que 
j'appelle i. 
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L'arc AJB mesure Tangle 6 et l'arc BD mesure l'angle î^. Suppo- 
sons que Ton donne à un accroissement rf6, la droite A restant 
dans le plan des x% x^ viendra percer la sphère en un point B' 
iafîniment voisin de B, et l'on aura 

et, par conséquent, BB'= rfÔ. Je mène un petit arc de cercle B'P 




perpendiculaire au grand cercle BD; nous savons que B'Dest égal 
à sa projection PD à des infiniment petits près du second ordre. On 
aura donc 

Dans le petit triangle BDP' on a 

BP = BB'cosi, 



et, par conséquent, 



et enfin 



-^=cos. 



= Gcosi. 



Comme 6 et G sont des constantes, cette équation nous montre 
qu'il en est de même de i. 

Ainsi le plan BD passe par la droite^^:^ A située dans le plan 
des x^ ^2, et son inclinaison i sur ce plan des x^ x^ est constante. 
Ce plan BD est donc fixe. 

Notre rayon vecteur restera donc constamment dans un plan 
fixe, ce qui veut dire que V orbite de la masse mobile est plane 

Alors 6 représente la longitude du nœud du plan de l'orbite et 
i son inclinaison. 



A^ 
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53. Passons à l'équation 

dS _ 

Le terme GÇ ne dépendant pas de L, on aura 

dL 

•et nous pourrons calculer le second membre en partant de l'inté- 
grale (5) et en différentiant sous le signe / . 
On trouve ainsi 

m*M« dr 



l 



_ r mym dr 

^J L» s; 



les limites d'intégration étant les mêmes que celles de Tinlé- 
;grale (6). 

Nous avons à calculer une intégrale dépendant d'un radical du 
•second degré ; l'intégration peut se faire en ramenant aux fonctions 
circulaires ; pour cela il convient de poser 

r = a (1 — e cosu). 

De cette faç^on, comme cos u variera entre — i et -+- 1 , r variera 
•comme il convient entre la distance périhélie a (1 — e) et la dis- 
lance aphélie a (1 4- e). La distance périhélie sera atteinte quand tt 
sera un multiple de 27c et la distance aphélie quand u sera urv 
multiple de ir. 

L'angle auxiliaire w, ainsi introduit, a reçu le nom d^anomalii^ 
excentrique. 

Nous aurons 



S'j« rî = — G«-h'2m5M/' rr— ''^ 






Le second membre est un polynôme de second degré en cosu, 
<jui s'annule pour les dislances aphélie et périhélie, c'est-à-dire 
quand u est multiple de tt. 

Ce polynôme est donc proportionnel à sin- u. 

Pour avoir le coefficient, je ferai cosw = 4-00, en donnant ainsi^ 
à u une valeur imaginaire. Dans ces conditions; nous aurons sen— 
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siblement 

r = — a^cosi^, sin*M= — cos'a, 

S'i* r' = j-j— r' = — m^ M* -p-j— cos m = — m* M ae' cos* u. 

On a donc, pour toutes valeurs de /•, 

S'i* r' = m* M ae^ sin* ix = U e* sin' a, 
d'où 

" J L* es'inu^J a^e s'inu 

Or 

r = a ( i — c cos w ), ^r = ae sin a é/«/. 

U reste donc 

/= / (i — ecosu)du. 

La limite inférieure d'intégration doit être, comme pour l'inté- 
grale (6), celle qui correspond à la distance périhélie, c'est-à-dire 
f^=^ o. On a donc 

(7) l = u — e siriM. 

C'est Véquation de Kepler, 

Gctte équation nous apprend d'abord comment varie le rayon 
^'^^teur en fonction du temps. Nous avons, en effet, une relation 
^'^^x^e r et a et nous savons que / est une fonction linéaire du 
^^^^ ps. 



le nous montre ensuite que les distances aphélie et périhélie 
P^^-i^^ent être effectivement atteintes. Nous ne le savions pas encore, 
'^^^^ s savions seulement qu'elles ne pouvaient être dépassées. 

■^lais l'équation (7) nous montre que l'anomalie excentrique u 
P^^^ l prendre toutes les valeurs réelles possibles et, en particulier, 
^^ valeurs qui correspondent aux distances périhélie et aphélie. 
^^^ effet, à chaque valeur réelle de u correspondra une valeur réelle 
^ ^ et, par conséquent, une valeur réelle de temps, puisque / est 
*^^i fonction linéaire du temps, 
ï-^'angle / a reçu le nom à' anomalie moyenne, 
-Cln effet, il varie proportionnellement au temps, et il devient 
S^.1 à l'anomalie excentrique toutes les fois que sine/ s'annule, 
^ ^st-à-dire à tous les périhélies et à tous les aphélies. 
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54. Passons maintenant à Téquatlon 



ce qui peut s'écrire 



5G""^' 






Or, Ton a, par dlfTérentiation, sous le signe / 



dG 



=/^'--«J s7 



Nous allons encore passer aux fonctions cir i aires, maïs, comme 
nous avons maintenant pour variable -y nou. penserons 

î _ î-4- c COSP 

r ~~ a{î — c*) 

de sorte que cosr variant de — i à + i, r varie de a(i — e) à 

a(i + e). 

Le carré de S\ est un polynôme du second degré en - et, par 

conséquent, en cost^; et, comme il s'annule aux distances péri- 
hélie et aphélie, c'est-à-dire quand v est multiple de tc, il sera pro- 
portionnel à sin^r. 

Pour avoir le facteur de proportionnalité, je ferai cosi^ :^-|-oo , 
d'où sensiblement 

I ^ ccosp __ m^Mecosi» 
r "" a(i — e«) "" G» ' 

sin'p = — cos«p; Si* = -= 



G» 



On a donc pour toutes les valeurs de v 



^,. m^M* dv . . -,, /w'Mcsint^ 
Si* = Qi sin«i>, Sj = g 

Or 

i _ — esinv dv ^ — m^Mesinv dv ^ S', <ii^ 

/•^ a(i — Cj) "~ G* G 

et 



-s=-/*- 



cl 
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L'intégrale doit avoir même limite inférieure que l'intégrale (6), 
c'esl-à-dire celle qui correspond à la distance périhélie, c'est- 
à-dire v = o. On a donc 

dSi _ 
dG - *' 
d'où finalement 

Revenons à la figure et prenons sur le grand cercle BD, qui 
est fixe, un arc BE égal à g. Comme g est une constante, le 
point E est fixe, ainsi que le vecteur OE, qui joint ce point à 
l'origine. 

Alors V représentera l'arc ED, ou l'angle du rayon vecteur fixe 
OE, avec le rayon vecteur OD qui va à la planète. Donc r et v 
seront les coordonnées polaires de la planète dans le plan OBD, 
si l'on prend pour pôle le point O et pour axe polaire la droite OE. 
Donc l'équation 

(8) ^^^LliUil) 

I -H CCOSP 

sera l'équation de l'orbite en coordonnées polaires; or, c'est 
l'équation d'une ellipse rapportée à son foyer. 

L'orbite est donc elliptique. 

Xi'angle r a reçu le nom i^ anomalie vraie. Il est égal à un 
''^li.ltiple de 2 1Î au périhélie et à un multiple impair de ir à 
''^jDhélie. 
l'angle 

ï^eçu le nom de longitude dans V orbite. Au moment du péri- 
lie, on a ^' = o, la planète est sur le vecteur OE et sa longitude 

:ii5 l'orbite est + g^. 

Cet angle 0+5", qui est constant, a reçu le nom de longitude 
^périhélie. 

So. De l'équation (8) nous déduisons 

er co^v = a {i — c') — r = a(i — c') — a (i— e cos w), 

où 

rcosp = a (cos a — e) 
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et 

/• sin p = a /(i — ccosa)* — (cos u — c)* = a /i — c* sîn m. 

Or, les coordonnées rectangulaires de la planète ont pour va 
leurs : i^ si 8 est d'abord supposé nul 

ari = /'cosÇ, a?t = rsin([ cost, a?3= rsinÇ sîni. 

2** Si 8 est quelconque 

Xi = /'(cosÇcosO — sin^sinô cost), 
(8 6t5) ^ a*! = /'(sinÇ cos6 -I- cosÇ sinO), 

x^ = rsinJJ sint. 



Dans 

(8 ter) 



rcosÇ = rcospcos^ — rsinp sin^, 
rsin î = rcospsin ^-t-rsinpcos^ 



on remplacera rcost^ et rsinr par leurs valeurs et l'on trouvera 
Xi =^ a (cosu — e)(cos^cos6 — sin^ sinO cost) 



(9) 



— as'mu /i — e'(sin^cos6-Hcos^sin6cosi, 
Xx = a (cosu — e) (cos^sinO-h sin^ cos 6 cosi) 



-ha sinw /i — e^( — sin^sin6-t-cos^cos0 cost), 
X3 = a (cos a — e) sin^sint 

-ha sinw y/i — e* cos^ sint. 

56. Nous avons posé 

dxi "^^^ dL "" ' dG~ ^' d^ " ' 

et, par conséquent, 

d'où il suit que 

V ar cTk — IdL — gdG^Ode 

est une différentielle exacte ; mais j'aurai avantage à introduire 
encore de nouvelles variables ; en posant 

L — G = pi, G — B = p2 
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el 

(10) L/-HG^-t-60 = LX H-pi a)i-+-pi Wî, 

d'où 

X = /-i-^-HO, 0)1 = — ^ — 6, 0), = — 0. 

Onvoîl que a>| est la longitude du périhélie et 102 celle du nœud, 
toutes deux changées de signe. Quant à Tangle X, il a reçu le 
nom de longitude moyenne. 

Les variables anciennes L, G, 0; Z, ^, étant liées aux nou- 
velles L, Pi, P2 ; \ <0| CO2 par des relations linéaires, Fidentité (10) 
nous montre que nous sommes dans les conditions du n** 5 et que 
le changement de variables est canonique. Donc 

/ rfL -+- ^ rfG -+- rfe — X 6/L — V u) c^p 

sera une différentielle exacte et il en sera de même de 

^ X dy — X rfL — 2, ^ ^? 
ou de 

/ ^y dx — L t/X — 2, P ^^• 

57. Posons maintenant 

\i = /'i p/ cos tO| , Tj/ = \/i p/ sin 0)/. 

Le changement de variables sera encore canonique en vertu du 
n** 6 ; donc 

sera une différentielle exacte et il en sera de même de 

^^ydx—A.dX—^J.dr^ 
OU de 

^ X dy — X <iL — \ t, d\. 

58. Dans la plupart des applications, Texcentricité e et l'incli- 
naison I seront de très petites quantités; 

pi = L— G = m /M y]a (i — /i — e*) 
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esl de l'ordre du carré de rexcenlricité ; 

sont de l'ordre de l'excentricité ; c'est pourquoi nous désignerons 
souvent ces deux variables sous le nom de variables excentri- 
ques : 

p,= G — e = G(i — cosi) 

est de l'ordre du carré de l'inclinaison; 

Çi= /-i pj cos(0|, T^i= /'2pt sina)s 

sont de l'ordre de l'inclinaison ; c'est pourquoi nous désignerons 
souvent ces deux variables sous le nom de variables obliques. 
Nous trouvons d'ailleurs 

d'où 

v/Lecos(i)i = {li/iH- '?V^^ > 

/L e sin (Di = tji W 1 + ^^-r^ 

{j = 2 y/G sîn- 1 cosd),, iQî= 2 ^0 sin - /sincof. 

Les variables que nous venons d'introduire servent à définir la 
forme, les dimensions et l'orientation de l'orbite elliptique, ainsi 
que la position de la planète sur cette orbite. Nous devons dis- 
tinguer : 

I** Le système des éléments 

qui ont reçu le nom A^éléments elliptiques et sont plus fami- 
liers aux astronomes ; 
2" Le système 

L, G, e, /, g, 0; 

3» Le système 

ï^» Pi p«, ^^, wi, wi; 



et 
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4** Le système 

L, Çt» Uf ^i ""Q»» ''lï- 

Ces trois derniers systèmes ont reçu le nom à^éléments cano- 
niques à cause des propriétés démontrées aux n°" 56 et 57. 

59. Nous avons, dans ce qui précède, calculé les coordonnées 
rectangulaires, ou polaires, en fonctions des éléments elliptiques 
ou canoniques. 11 resterait à calculer les variables yi ou, ce qui 
revient au même, à déterminer les vitesses en fonctions des mêmes 
éléments. Pour cela, nous pourrions nous servir des équations 

dS 

ou, en revenant aux coordonnées polaires du n^47, nous servir des 
équations 

. ^ dr dS ^dl dS . . . ^ rf© rfS 

<"> '"Tt=d?' ""'dt=d^' ""-' "''"^ dt = d^- 

Nous pouvons, d'ailleurs, sans restreindre la généralité, suppo- 
ser, comme au n** 48, que Ç représente Tangle du rayon vecteur 
avec cet axe et que, par conséquent, le plan de Torbite passe par 
l'axe des jtj, car nous savons que le choix des axes est arbitraire. 
On a alors 

dS _ dSi ^ „, c?S _ p dS __ 

La première des équations (i i) donne alors 

d'où 

, mdr 

et 

,, , m^M^dr 

dl = ndt=-çj^. 

Nous retrouvons donc simplement l'équation du n** 53. 

60. La troisième équation (i i) nous donne simplement ^ = o, 
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ce qui signifie que la vitesse est dans le plan de rorbîte. Quant à 
la seconde, elle donne 



dt 

dT 
Or nxr -^ c'est la projection de la quantité de raouvemenl sur une 

perpendiculaire au rayon vecteur. Le premier membre n'est donc 
autre chose que le moment de la quantité de mouvement; de sorte 
([ue G représente en grandeur le vecteur des aires. 

Comme ce vecteur (»st nécessairement perpendiculaire au plan 
de Torbite, ses trois composantes seront 

GsinisinO, — GsinicosO, Gcos« = 6. 

61. Cherchons maintenant à calculer les yi. Nous pourrions 
nous servir des é(|uations 

r/S 



dxi 



= rh 



uiais il sera préférable de se servir do 



dxf 



dxi /n^M* dxi 



Yi = m —r- = mn —=7- = _ , ,, 
•^ dt dl L» dl 



\\u\\ y aura lieu d'employer quand les x seront exprimés en fonc- 
tions de /, g, 8, L, G, 0, ou de 



_ m* M* dxi 



.■■;i.'ili=r 



■■ilwiil 



.■^! 



I- 



\.-l[ J 



l'-bio! 

■'".'.lipeki z 



^I 



••■Ir4r 



■ <tA. 



'fe.l 



i 1~ 






* -♦ ■ 



qu'il y aura lieu d'employer quand les x seront exprimés en fonc- 
tions de X, L, p, iù ou de X, L, Ç, r,. 

Bien entendu -zn ^^ -/X ^^^^ë^^^^ ^^^ dérivées partielles de x par 
rapport à / ou à A. 

62. On peut également se servir des intégrales des aires. 

J^j^s — Xijr^=z G sine sinO, 
a™s^i — Xiy^=2 G sin/cosO, 

Ces équations ne peuvent suffire pour déterminer les y car elles 



^~ 



^\^\: 
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ne sont pas distinctes. Mais on y adjoindra Téquation des forces 



vives 

I m M wi'M* 

ini 






63. 11 peut y avoir intérêt à mettre les équations (y) sous une 
forme différente; introduisons deux quantités auxiliaires X et Y 
en posant 



X ^-^ a(cosa — e) cos/-H a sinu/i — e^ sin / = rco%{v — /), 
Y = — a^cosu — « ) sin / -+- a sin uy/i — c* cos/ = r sin (p — /). 

N^ous voyons que les seconds membres des équations (9) devien- 
dront des fonctions linéaires et homogènes de X et de Y. 11 reste 
ù trouver le coefficient de X et celui de Y. 

Or, rappelons-nous comment nous avons obtenu les équations (9). 
Nous nous sommes servis des équations (8 bis) et (8 ter) sachant 
que ÎT = ^^ -^ g't nous avons remplacé dans les équations (8 bis) 
r cosî^ et rsinÇ par leurs valeurs (8 ter). Mais on a également 

«le sorte que les équations (9) deviendront 

a^, = X[ cos(^-4- /)cos6 — sin (^-h /) sin 6 cosi] 
— Y[ sin (g -\- /)cosO -h cos(^-H /) sin 6 costj, 

rri= X[ cos(^-+- /)sin 6 -hsin (^-h /)cos8 cost I 
H- Y[ — sin(^H- /) sin -+-cos(^-H /)cos6cosiJ, 

0-3= Xsin(^-h /)sint -h Ycos(^ -+- /)sini, 
ce qui peut s'écrire également 

Xi = X I cos' -cos X -H sin* -cos (X — 26)! 

— Y cos* -sin X -+- sin*- sin (X — 26) , 

^»^) \ x,= xfcosJ^sinX — sin* i sin (X — 26)1 

-H Y cos* - cos X — sin* - cos( X — 2 8)1 , 
[a 2 J 

x^=i Xsint sin(X — ) -j- Y sint cos(X — 6). 
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64. Résumé des formules. — Je crois utile de réunir ici les 
formules qui lient les x et les y aux éléments canoniques L, \ p, 
w, i, T,. Dans ces formules figureront les deux masses m et M et 
diverses quantités auxiliaires a, e, i, //, r, v^ /, X, Y. 

Nous avons d'abord 

L = m /m /a, 

pi = L(i— /i — et), p, = (L — pi) (I — cosO, 

Çi = /ipi cos(Di, Tj, = v^âp[ sinwi ; 

{, = /âpi cos wj, T), = /Tpi sin to,. 

/ = X -4- (Di, 

(7) / = u — e sinw, 

r cos i> = a(cosa — e) 

r sin p = a/i — e* sin m, 

X = /•cos(p — /), Y = rsin(i' — /), 

jTi = X I cos*-cosX -+- sin* - cos(X -H 2(Di) I 
— yI cos» -sin X -H sin*- sin (X -h awi) 1, 

* 

^ ' \ ^s= X cos* -sin X — sin*-sin(XH--2c«)j)| 

-H Y cos* - cosX — sin* - cos(X -h awi) L 
3:3= X sini sin(X -♦- toj) -h Y sine cos(X -H toj), 

/-; i ¥ / N a(i — e*) 

>Jx\ -jf x\ -\- x\ — r ^= a(i — e cosa) = — ^ » 

a^îra — ^3^1 = — (ï^ — Pi)sin«sin(D„ 
^8^1 — ^i J^a = — ( I- — Pi ) sin i coso),, 
^ij^î— arj^i= L — pi— Pj-, 

i , , , ,. m M m»M* 



!i/n 



65. Forme du développement. — Il s'agit maintenant de se 
servir de ces formules pour développer les coordonnées x^^ x^^ x^ 
en séries dépendant des éléments canoniques. Quelle sera la forme 
du développement? 

Pour résoudre cette question, je décomposerai le problème en 
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lieux et j'envisagerai d'abord le développement de X et de Y, puis 
celui des coefficients de X et de Y dans les équations (12 bis). 

J'observe d'abord que pi est développable suivant les puissances 
de e^j les coefficients du développement dépendant d'ailleurs 
de L. Le premier terme du développement est un terme en e^. 

r 

Donc — ^ sera également développable suivant les puissances de e^, 



e 

e 



et il en sera de même de 

De l'équation qui lie pi à e* on peut tirer inversement le déve- 
loppement de e'^ suivant les puissances de pi. Nous avons trouvé 
au n'* 58 



e* = 



On pourra donc développer — ^= suivant les puissances de pi. 

Or 

e ecosbJi esincoi 



et 

Il résulte de là que ecosoii et esinui sont développables sui- 
vant les puissances de Çi et 7)1 ; c'est ce qui résulte d'ailleurs des 
formules du n" 08. Les coefficients de tous ces développements 
dépendent de L. 

66. Je dis maintenant que u — /, cos((/ — /) et sin(w — /) sont 
développables suivant les puissances de ecosl et de esini. 
Envisageons, en eifet, l'équation de Kepler 

(7) l = u — e sina, 

nous pourrons l'écrire 

(u — /) — e sin/cos(^^ — /) — e cos/sin(u — /) = o. 

Le premier membre est développable suivant les puissances de 
(u — /), esin/, ecosl. Quelle est la condition pour qu'on puisse 
en tirer (u — /) développé suivant les puissances de esinl et 
ecosl? C'est, d'après le théorème des fonctions implicites, dû à 
Cauchy (ou, comme aurait dit Laplace, d'après le théorème sur le 
P. — I. 6 
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retour des suites)^ que la dérivée partielle du premier membre par 
rapport à l'inconnue (w — /) ne s'annule pas quand on y fait 
ecos/:=o, Psin/ = o. Or, cette condition est remplie; car cette 
dérivée se réduit à l'unité. 

Donc [u — /) est développable suivant les puissances de ecos/ 
et f? sin /, et il en est de même de cos {u — /) et sin( w — l) qui sont 
développables suivant les puissances de (m — /). 

Il en est de même, évidemment, de 

e' cos(tt -h /) = e* cos'i/ cos(m — /) — c* sin*/ sin(w — /), 

car 

e^ cos 2/ = (e cos/)* — (e sin/)*; e^ sin'i/ = 2(e cos/) (e sin/) 

et il en est de même, pour une raison analogue, de e^ sin (/y -h /). 

67. J'observe maintenant que l'on a 

X , ,, I -Hi/i — e* . , , I — i/i — e* 

- = cos( a — / ) h e^ cos (u -h i) — z e cos /, 

a 2 2 e* ' 



Y . , , i-4-v/i — e* , . . .. i— /i — e« , 

— = sin ( w — / ) e* sin ( M -H /) ï— ; h e sm /, 

a ^ ' 2 '2 e* 



cos / fx . « cos 



Nous venons de voir que . (u — /) et e* . (u-hl) sont 

* sin ^ ' sin ^ ' 

développables suivant les puissances de é?cos/, esin/. Il en est de 

même de 

i-f-v/i — e* I — /i — e* 

> ; 9 

2 2 e* 

car ces deux fonctions sont développables suivant les puissances 

de e^. 

X Y 

Il en résulte que — et — sont développables suivant les puis- 
sances de 

ecos/, esin/; 

ou encore suivant les puissances de 

ecoswj, esincof, 
puisque 

e cos/ = e coswi cosX — e sin wi sinX, 

e sin / = e sin wj cosX -+- e coswi sinX ; 
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OU encore suivant les puissances de 

puisque e coscoi, e sina)| sont développables su. ant les puissances 
de il et Ti,. 

Donc Gnalement X et Y sont développables suivant les puis- 
sances de il et Yii ; les coefficients du développement dépendent 
d'ailleurs de L et de a. 

68. Passons maintenant aux coefficients de X et de Y dans les 
équations (12 bis) qui sont de la forme 

. - 1 cos ^ ^ . , t cos , . 
1 sin '1 sin 

ou 

suit . (A-htOt). 
sin 

Je dis que ces coefficients sont développables suivant les puis- 
sances de 

(i3) sin-cosu>s, sin- sin (oj. 

Il en est évidemment ainsi de sin*'' - qui est la somme des carrés 
de ces deux quantités (i3); de 

• • 

i i 

cos*- = I — sin' -, 
2 -2 



cos ^ = i/ i — sin» -; 



de 

• • 

sin*- cos2(o«, sin*- sin 'lU)*, 
2 2 

expressions qui sont égales, la première à la différence des carrés 
des deux quantités (i3), la seconde à leur double produit; de 

• • • 

sin*-cos(X H- 2a)j) = sin* - cos2a)| cosX — sin*-sin2t0t sinX, 
1 2 2 

et de sin*-'-sin(A -f- aoij) pour une raison analogue; de 

. .cos i . i cos 

sint . (1)1 = 2 cos - sin - . wj; 
sin 2 2 sin 
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de 

sin i cos ( X -h wj ) = sin t cos <i>i cos X — sin i sin ci>i sin X 

et de même de sin/ sin (X-f- (02). 

Il résulte de là que les coefficients en question de X et de Y sonl 
développables suivant les puissances des deux quantités (i3). 

Or, on a 

{, = 2 v/L — Pi sin - cosci>t, 

1), cB 3 /L — pi sin - sin «i>i. 
Donc nos coefficients sont développables suivant les puissances de 



%JL — Ox av^L — pi 
Or 



A 



-Pi \ ••» / 



1 

î 



est développable suivant les puissances de Çi etru. 

Donc, finalement, nos coefficients sonl développables suivant les 
puissances de ii, 7^1, S29 ^2- 

69. En résumé, nos coordonnées xi sont développables sui- 
vant les puissances de 

Çi» 'iii Çî» ^1» 

les coefficients du développement dépendant d'ailleurs de JL et de X. 

Inutile d'ajouter que les expressions des Xi sont des fonctions 
périodiques de X qui ne changent pas quand on change X en A + a 7;. 

Les développements des yi sont de même forme ; il suffit pour 
s'en convaincre de se rappeler les formules 

Les Xi et les yi peuvent donc se développer sous la forme suivante 

où />o est un entier, où A et h sont des constantes qui ne 
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dépendent que de L et où DIL 'est un monôme entier par rapport 
aux ^ et aux t; . 
Posons ensuite 

5/= /a Pi costo/, r^/= ^/Tp/sino)/. 
Je dis que le développement (a) prendra la forme 

où B et A ne dépendent que de L, où les p sont des entiers positifs 
ou négatifs, les 2<jr des entiers positifs ou nuls, et de telle façon 
que a^i soit de même parité que pi et au moins égal à pi en valeur 
absolue 

'igil\Pi\' 

Je veux montrer que tout développement de la forme (a) peut 
se mettre sous la forme (P); il me suffit de le démontrer pour cha- 
cun des termes du développement. Cela est évident immédiatement 
si le monôme «TÏL se réduit à l'unité, auquel cas le terme se réduit 
à Acos(/?oX + A). 

Il me suffira donc de démontrer que, si une expression est 
développable sous la forme (P), cela sera encore vrai pour cette 
expression multipliée par ^i ou par ru et, par conséquent, de 
proche en proche, pour cette expression multipliée par un 
monôme quelconque DTL, 

Soit donc 

H = y^Bp^*p^'cos(/?oX -+-/>îto, H-/>,to,-+- h). 

Je dis qu'on pourra également développer sous la forme O) 

HÇ/ = H /ap/ coscoi, Htj/ = H /^p/sinco/ = H v/ap/cosf u)/ j> 

et, plus généralement, 

H v/2p/C0s(a)/-f- h'). 

On a, en effet, 

Hv^2p/cos(a)/-i- h') 

= -7= ^ B p^' p J« /p/ [ cos(/?o^ -+-/>|iO|H-/>,a)j-i-(i)/-f-/i-+- A') 
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Celle expression est bien de la forme (p); car, si nous suppo- 
sons /== 1 pour fixer les idées, nous voyons que 2^2 ^^ Pi ^ ^°^ 
pas changé, que 2<jr, s'est changé en agr, -|-i, tandis que p\ s est 
s'est changé en /?i -h i dans l'un des ternies et en p\ — 1 dans 
l'autre. 

Or, si 

on aura évidemment 

2yi-his/?i-Hi=/>i — i(mod 2), 
•^^1 -^ > = I /'i -^ ' I» 2^1 -f- 1 â I />! — 1 1» 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

70. Symétrie, — Si Ton faisait tourner Torbite elliptique et 
la planète d'un angle e autour de Taxe des Xt (coinine si la pla- 
nète et son orbite formaient un seul corps solide), 

/, g, e, L, G, e 

se changeraient en 

/, g, 4-e, L, G, 8; 

se changeraient en 

L, pi, Pj, X-he, (Di — £, (Dt — e; 
et 

se changeraient en 

Xi COS6 — â^ssine, oti sine + ârj ces e, dr^. 

Si, dans le développement des x^ on remplace les \ et les tj par 
leurs valeurs en fonction?» des p et des (o, on obtiendra des séries 
procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de A, co, , eu,. 

Nous aurons donc 

^' = ^A cos(/;oX -+-/>iWi-4-/?,ajj-h A), 

iPo, iPi el/;^ étant des entiers, A et h des fonctions de L, p, et p,. 
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Je 



écrirai 



(1 i) ( ^1= y]A'cos(/>oX -^ pitDi-^ ptOif-^ A'), 

0:5= ^ A'cos(/?oX -\- piiùi-^ pttat-h h'). 

Si je change A, w,, w, en XH-£, W| — e, (1)2 — e; l'argument 
des cosinus augmentera de 

et jTi, jCj, J73 devront se changer en 

jTi cose — J7isine, jti sin£-4- iPj cose, Xj. 

Nous en conclurons : 
I" Que 

dans le développement de Xi et de x^ et que 

Po — pi — Pi= o 

dans le développement de ^73 ; 

a° Que 

it 

A = A', h' = h • 

•2 

71. Considérons encore la figure formée par la planète et son 
orbite elliptique et remplaçons cette figure par sa symétrique par 
rapport au plan des x^x^. Gela revient à changer 



en 
ou 
en 



ou, eniin, 
en 



L, G, e, /, g, 
L, G, e, -/, -g, -e, 

L, Pi» pi, —X, — a>i, — wj; 
^1, — ^i, •«'a- 
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Il faut donc que x-x change de signe et que x^ et x% ne 
changent pas, quand les trois angles X, (i>i, a>2 changent de signe. 
Cela revient à dire que dans les développements (i4) on doit 



avoir 



' a 

de sorte que ces développements deviennent 

\^\\bis) /.T, = \^A sin(/?oX-h/>iWi-t-/?i<0|), 

72. Considérons toujours la même figure et remplaçons-la par 
sa symétrique par rapport au plan des Xi x^. Cela revient à changer 
les variables obliques $2 et tj2 en — $2 et — rja, ou encore à chan- 
ger (1)2 en (1)2 4- Ts., 

Dans ces conditions x% et x^ ne doivent pas changer et x^ doit 
changer de signe. 

Donc/?2 est pair dans les développements (i4) ou (i4 6*^) de ;r, 
et de x^ et impair dans ceux de x^. 

Si l'on rapproche ce résultat de celui que nous avons obtenu au 
n" 70, nous voyons que />o — P\ ou/?©-!-/?, sont toujours impairs. 

73. Homogénéité. — Quand e, /, /, g^ restant constants, le 
demi-grand axe a se change en «(i H- e), les coordonnées a?i, x%^ 
Xs se changent en x^ (1 -^ e), x^{\ -h e), 0:3(1 -+- e). 

Dans les mêmes conditions — ==» — ^> ^* sont multipliés 

m/M m/Si 'w/M ^ 

par la racine carrée de ce même facteur ou yj\-\- t. 

Donc les coordonnées Xi seront homogènes de degré 2 en 



ou en 



/n/lW mv/M m/SÎ 
Voyons ce que nous pouvons conclure au sujet de la forme des 
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développements (i4 bis). Les coefficients A et A" qui figurent dans 
ces développements seront une somme de termes de la forme sui- 
vante : 

A ou A' = 2;BL>-». ».p^.p7.-i^, 

où a^i est un entier de même parité que pt et au moins égal à]/?! |, 
et où iq^ est un entier de même parité que p^ et au moins égal 
à \p2\y et où B est une constante numérique. 
On aura d'ailleurs 

^^1= — 2^ m»ML-»-9i-9«p'/«pJ« sin(/>oX -i-/?|C«>i h-/?i(«>i), 

yi = — \^C'm*ML-*-yi-7«p^'pV« sin(/?oX -h/>itDi-+-piCi)j), 

G et C"^ étant des constantes numériques égales à Bp^. 

J'ai dit que 2q^ devait être un entier de même parité que pt et 
au moins égal à )D| ; c'est en eflet la condition pour que 

p^«cos(/>,(o,-h A), 

où k est indépendant de pi et de (0|, soit développable suivant les 
puissances de 

v/api coscoi = {i, v/ïp^sintui = ijf 



CHAPITRE IV. 

PRINCIPES DE LA MÉTHODE DE LAGRANGE. 




71. Orbites osculatrioes. — Reportons-nous à la figure i et ^^ 
hypothèses du n** 30; envisageons par conséquent le mouven^ ^^q 

des deux planètes fictives A' et B'. iNous avons vu aux n*** 37 et- 

"fl lis 
que Ton peut poser F = Fo-h iaF^i, que [xF| est beaucoup }^ ^ 

petit que F©, et que, si l'on remplaçait F par F©, le niouvem 

de la planète fictive \' serait le in<^me que si elle était attirée 

une niasse fixe /W| -h nx-i placée à Torigine, tandis que le mou 

ment de la planète fictive B' serait le m(^me que si elle était atti 

par une masse fixe rrtx-^ m^-\- m-i placée à l'origine. Il résulte 

là que, en première ap/iroximation, le mouvcfnient de ces de 

planètes fictives se fait conformément aux lois de Kepler. 

Supposons qu'à l'instant / les forces qui agissent (') sur 
planète fictive .V viennent brusquement à disparaître pour ê 
remplacées par une force unique due à l'attraction d'une mas 
fixe mi -h nl^ placée à l'origine. A partir de l'instant /, la planète 
décrirait une orbite elliptique, et c'est ce qu'on appelle Yorbi 
oscuUitrice de la planète A'. 

Ou, si Ton aime mieux, nous envisageons une nouvelle plané 
fictive A", qui a même masse que A', c'est-à-dire ni\ ; qui, à Vins 
tant tj a mêmes coordonnées que A' et même vitesse tant en gran- 
deur qu'en direction; et qui, soumise seulement à l'attraction:^ 
d'une masse fixe /W| -h m-j située à l'origine, se meut conformémen'' 
aux lois de Kepler. A l'instant ^, la planète A" a mêmes coordon^ 
nées que A', c'est-à-dire x\, x'.^^ x^ et les composantes de la quan- 

(*) Peut-être ce langage est-il incorrect, puisque k cette planète qui est ficti\^ 
aucune; force ne peut ôlre réeliernent appliquée. Peut-être faudrait-il dire: 1^ 
forces fictives qui semblent agir...; peu importe d'ailleurs puisque aucune co^ 
fusion n'est à craindre. 
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tilé de mouveiiienl sont les mêmes, c'csi-à-dire ^', , y^^ y\. Mais, 
à tout autre instant que l'instant /, la planète A" n'a pas les mêmes 
cooi:^données que A', ni la même quantité de mouvement. L'orbite 
elli f> tique de A" est alors V orbite osculatrice de A'. Les deux défi- 
ii.it.ions reviennent évidemment au même, caria nouvelle planète V 
a'^î»! autre chose que ce que deviendrait A' si les forces qui agissent 
suï* elle venaient à disparaître et à être remplacées par l'attraction 
de la masse centrale /?i| -H /Wy. 

jV un instant t' différent de t, V ne coïncide plus avec A'; nous 
de^'ons donc imaginer une nouvelle planète fictive A"'' qui se meut 
d'après les lois de Kepler et qui, à Vinstant t\ a mêmes coordon- 
nées et même vitesse que V. L'orbite elliptique de A'^'' sera V orbite 
oscëilatrice de A' à Vinstant t! et elle différera de l'orbite elliptique 
de A', c'est-à dire de l'orbite osculatrice de V à l'instant /. U orbite 
oscëilatrice est donc variable avec le temps. 

Cependant, si F se réduisait à Fq, la planète A' se mouvrait 
conformément aux lois de Kepler; coïncidant un instant avec A", 
elle coïnciderait constamment avec V; donc A" et A'"' ne différe- 
raient pas et l'orbite osculatrice serait invariable. 

En réalité, F ne se réduit pas à Fq, mais la différence, que nous 
îïvoiis appelée aF,, est très petite. Il en résulte que V orbite oscu- 
lairice varie, mais qu'elle varie lentement. 

On définirait de la même manière l'orbite osculatrice de B' : ce 

serait l'orbite elliptique d'une nouvelle planète fictive B", qui 

aurait même masse que B', c'est-à-dire m\j qui, à r instant tj 

aurait mêmes coordonnées que B', c'est-à-dire x\^ x'.^ J7g, même 

^*tesse en grandeur et en direction et, par conséquent, mêmes 

^^*^ posantes de la quantité de mouvement, c'est-à-dire ^'j, y^, y^j 

H^i enfin se mouvrait d'après les lois de Kepler sous l'attraction 

^txc masse centrale fixe /W| -H m^-\- hit. Nous n'aurions d'ailleurs 

"^ à répéter ce que nous avons dit des orbites osculatrices de A'. 

^ous avons vu au Chapitre III que la forme, les dimensions, 

^**t^ntation d'une orbite elliptique, et la position d'une planète 

^** oette orbite, peuvent être définies à l'aide d'un système de six 

^*^^ents, dits tantôt éléments elliptiques, tantôt éléments cano- 

*9 €Aes {cf. n" 58). Les six éléments qui définiront ainsi l'orbite 

, ^ J>lique de A" (c'est-à-dire l'orbite osculatrice de A') et la posi- 

^^^ de A" sur son orbite (c'est-à-dire la position de A' sur son 
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orbite osculatrice) s'appelleront les éléments oscuiaieurs câ^ ^* 
planète V. 

Dans le mouvement képlérien un seul, des éléments est varî-^»^^ 
(c'est la longitude moyenne X si l'on adopte l'un des deux derim»^'^ 
systèmes d'éléments définis au n** 58, et l'anomalie moyenne ^ *^ 
l'on adopte l'un des deux premiers) et cet élément varie d'aillé ^-■'^ 
proportionnellement au temps. Les cinq autres éléments »^^^^^ 
constants. 

En ce qui concerne les éléments osculateurs, tous seront variabl 
mais les variations de l'un d'entre eux seront sensiblement ii 
non exactement proportionnelles au temps; celles des cinq aut. 
seront très lentes. Nous venons de voir, en efl'e*, que l'orbite 
latrice varie, mais qu'elle varie lentement. 

On définirait de même les éléments osculateurs de la planète 

7o. Cas de la Méthode usuelle. — Au n" ii nous avons dé 
un changement de variables dont les astronomes se sont souv 
servis. Bien que nous ne devions pas en faire usage, il peut 
avoir intérêt à l'examiner et à définir les orbites osculatrices aur: 
quelles il conduit. 

Les deux planètes A et B sont rapportées au Soleil C, c'est-à-di* 
que l'on introduit deux planètes fictives A' et B' ayant respectiv 
ment pour masses mt et mj^ en menant OA' égal et parallèle à 
et OB' égal et parallèle à CB. 

Ici encore nous pouvons supposer une nouvelle planète fictive 
qui, à l'instant tj a mêmes coordonnées et même vitesse que A' 
qui décrit une ellipse sous l'attraction d'une masse centrale m^-^mj 
et une autre planète fictive B^ qui, à l'instant /, a mêmes coordonnéeis 
et même vitesse que B' et qui décrit une ellipse sous l'attractioir:^ 
d'une masse centrale m^ 4- /Wy (je dis m^ -h m^ parce que, si YotC^- 
négligeait la fonction perturbatrice telle qu'elle a été définie ai*--^ 
n® 4t, le mouvement de B' serait celui d'une masse mobile attirée::^ 
par une masse fixe m^-\' m^). L'orbite elliptique de A' ou cell 
de B" seront alors l'orbite osculatrice de A' ou celle de B'. Il n'y 

d'ailleurs rien à changer à ce que nous avons dit au numéro pré- 

cèdent. 

76. Cas de la transformation du n" :26. — Supposons mainte — 



il- 
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aant qu'au lieu d'adopter le changement de variables du n^ 30, 
ainsi que nous le ferons toujours sauf avis contraire, nous ayons 
adopté celui du n° 26. Les planètes fictives A' et B' ont pour 
masses 



y 



/Hi -♦- nl^ m^ •+■ nti 



el l'on obtient leurs positions en menant les vecteurs OA' et OB' 
égaux et parallèles à CA et à CB. Elles ont pour coordonnées 



IVlais les variables 

y\i yti yz'y y*^ ^s» y^ 



seront pas proportionnelles aux dérivées des x' \ elles ne repré- 
t,eront donc pas les composantes des quantités de mouvement 
dos deux planètes fictives; elles représenteront, comme on le sait, 
les composantes des quantités de mouvement absolu des deux 
pl^Kiètes réelles. 

oici dans ce cas comment on doit définir les orbites oscula- 

Tïlx m-! 



>oit une nouvelle planète fictive A" qui a même masse 



^va^ Vj qui, à Tinstant ^, a pour coordonnées x\^ x\^^ x\ et pour 
^ ^=^ ««posantes de sa quantité de mouvement y\^ y.,, y^] qui enfin 

*neut conformément aux lois de Kepler sous l'attraction d'une 

ï^sse centrale /W| -i- /W7. 

On voit qu'à l'instant t la planète A" a mêmes coordonnées 
^*^^ A', mais qu'elle n'a pas même quantité de mouvement ni par 
^^-^*^séquent même vitesse. 

-*-^ planète A'' décrit une orbite elliptique qui sera l'orbite oscu- 
'^^**icedeA'. 

^-^n définirait de même la planète fictive B" et Torbite osculatrice 
^ -o'. Disons seulement que B" se mouvrait sous l'attraction d'une 
^^se centrale m^-\- m-i. 

* *7. Comparaison des orbites osculatrices. — Le plus souvent^ 
^ lieu de parler de l'orbite osculatrice de A' ou de B', on parle de 
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l'orbite osculatrice de A ou de B, c'esl-à-dirc des planètes ré^i*^*^ 
cçtte façon de parler peut être adoptée sans inconvénient: qn»*^^ 
on parlera de l'orbite osculatrice de A, on devra entendre cj'^" 
s'agit (le celle de la planète fictive correspondante A'. 

Cependant on doit faire attention à une chose. Nous venon^^ ^c 
voir qu'il y a plusieurs manières de définir les orbites osculatri^^es 
et, par conséquent, les éléments osculateurs. il y en a encr^:>re 
d'autres. Au u** 74, au Heu de rapporter A à C et B au centre ^e 
gravité de A et de i\ nous aurions pu rapporter B à C et A au 
centre de gravité de B et de C. 

De plus, nous aurions pu attribuer d'autres valeurs aux mas^ s»es 
centrales. En eflet, le partage de F en deux parties F© et [^ ^ Ti 
reste arbitraire dans une assez large mesure; nous aurions yu 

retrancher une fonction quelconque de F© et l'ajouter à a -■ 
pourvu qu'elle soit du même ordre de grandeur que la foncL m o^ 
perturbatrice. Par exemple, dans F© nous aurions pu rempla_ ^z;er 
le terme 

BD 
par le terme 

"BD"' 

puisque la diflérence ^tt^ est de l'ordre de ulF|. Alors la ma^^a- ^sse 

centrale qu'il aurait convenu de choisir pour définir le mouvem ^nl 

de B" aurait été non plus 

mi,{nii -t- m-) 

; = /Wi-+- ntL-t- m-, 

mais bien 



11 



m^ 



i 



et il est clair qu'on aurait pu choisir bien d'autres valeurs enc^ 

Kh bien, ces différentes définitions conduisent à des élém 
osculateurs qui ne sont nullement identiques. Seulement^ 
différences sont très faibles; elles sont de l'ordre des masses 
turbatrices. 

Considérons d'abord le cas des n'» li ou 7o. Alors la planète 
a, a l instant /, non seulement mêmes coordonnées que A', 
aussi même vitesse. L'orbite osculatrice est donc Ungente à l'o 



ts 
r- 



A' 

Be 
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réelle et, à l^instaiit ^ -h e, si e est 1res petit, Técarl entre A' et A" 
est <Je l'ordre de e^. 

Au contraire, dans le cas du n" 76, la planète A" a, à l'instant/, 
inéines coordonnées que A', mais elle n'a pas ménie vitesse. L'or- 
bite osculatrice rencontre donc l'orbite réelle, elle la coupe sous 
un âingle très aig^u ; mais elle ne la touche pas. Donc, à l'instant 
/ -+— £, l'écart entre A' et A" est de l'ordre de s. C'est là un incou- 
vé raient incontestable dont il ne faut pas toutefois s'exagérer l'im- 
portance, puisque nous venons de voir que les différences sont de 
l'ordre des masses perturbatrices. 

78. Changement de variables. — Nous avons vu au Chapitre III 
et ^n particulier au n" 6i comment on exprime les coordonnées 
d^i^ vie masse mobile décrivant une orbite elliptique sous l'attraction 
cl^ui. ne masse centrale fixe, ainsi que les composantes de sa quantité 
mnouvement, en fonction des deux masses /w et M et des six 
ments canoniques 

L, X, pi, (oi, p,, wj. 

^Nous pouvons appliquer ces formules à la planète fictive A*'. 

Les coordonnées de la masse mobile qui, au n" 64, étaient dési- 
gix^es par J7|, X2, x^ sont ici x\^ x\^^ x\\ les composantes de la 
qtJîintité de mouvement qui étaient désignées par ^1, ^,, y^ sont 
*^^ ^\ , y^^ y\ ; la masse mobile et la masse fixe qui étaient désignées 
I-^^** /n et M sont ici /?«', et m, -h /W7 ; quant aux six éléments cano- 
'^'^ ues nous les désignerons par 

Ll, Xi, pi, (Oi, p,, (l>|. 

*^aiisons de même pour la planète fictive B". Les coordonnées 

^^*> au n" 64, étaient désignées par Xs^ x^^ x^ sont ici x\^ x\^ x\ ; 

^^ Composantes de la quantité de mouvement sont^'^, y\^ y\\ la 

^^se mobile et la masse fixe sont m^ et //i 1 -h /W4 -h /W7 ; quant 

six éléments canoniques nous les appellerons 

1^1» ^1» P3» ^3j P4» W4. 

""^n résumé, il y a entre 

a?!, Xj, ar,, y^^ y^^ y^^ 
m'i, ini-i-m7, Li, Xi, pi, a>t, pi, wi 
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OU entre 

^4j ^jj ^«1 ^4» y%y y^i 

m\f mi-h m^-t- m?, Lj, Xj, pj, toj, p^, w^ 

les mêmes relations qu'il y avait au n" 64 et en général au Cha- 
pitre 111 entre 

^i, ^1, a:,, ^,, ^„ ^„ 
m, M, L, X, p,, (I),, p2, (i>2. 

Or nous avons vu au n" 56 que 

^ a? rfy — X rfL — ^w dp 

est une diflerentielle exacte. En appliquant ce résultat soit à la 
planète A', soit à la planète B*, nous voyons que 

(1) Vx'rfy — x,rfL, — Vtorfp, 

où Ton donne à ^ et^ les indices i , 2, 3, à a> et p les indices 1 , 2, 
est une diflerentielle exacte et qu'il en est de même de 

(2) VxVy— XjrfLi-^wrfp, 

où Ton donne à x' ci y les indices 4? 5, 6, à co et p les indices 3, 4« 
En faisant la somme on voit que 

^3) y^Vy-Vx^/L — ya>€/p 

est une difl*érentielle exacte. Dans l'expression {^)y il faut donner 
aux indices toutes les valeurs possibles, c'est-à-dire i, 2, 3, 4> 5, 6 
pourx' ei y; 1, 2 pour a et L; i, 2, 3, 4 pour co et p. 

D'où résulte que, si nous prenons pour variables nouvelles 
les\s les L, les to, les p, ce changement de variables est cano- 
nique; et que les équations conser\eront leur forme canonique 

tfAj _ «/F 
\ €Ù "" c7l, ' 



«/L. 




</F 


lit 


^■^ 


c/A| 


d?i 




iiF 


iÙ 


^= 


ittùi 
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79. Posons maintenant 

?/ = v^2 ?i cos 0)/, Tj/ = ^1 pi sin (i), ; 
l'expression 

♦»st une différentielle exacte. 

Si donc nous prenons pour variables les L, les \ les ^ et les tj, 
ce changement de variables sera encore canonique et nos équations 
deviendront 



(5) 



■ dki _ dF 
\ dt ~ dLi' 


dLi 
dt 


dF 

" dki' 


\ dr^i dF 
\ dt "" dl' 


d^i 
dt 


dF 
dr^i 



80. Méthode usuelle. — Ce que nous venons de dire s^applique, 
soit que nous adoptions la transformation du n" 30, soit que nous 
adoptions celle du n" 26. Mais, si nous adoptions la méthode 
usuelle, les équations ne seraient plus canoniques ainsi que nous 
l'avons vu au n" 44 où nous sommes parvenus aux équations (20). 

Mais supposons que l'on considère les six premières de ces 
équations (20), celles où l'indice i est égal à 1 , 2 ou 3, et que l'on 
j remplace 

•^41 ^6» ^6» y Ky ^5' y^ 

parleurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations seront 
Hlors canoniques, mais la fonction caractéristique F' dépendra non 
*<?ulement des inconnues 

^1» «^î* ^3» ^1» ytt yzi 

naais encore du temps. 

^ous pouvons néanmoins, d'après le n" 12, leur faire subir un 
"^^ërcment canonique de variables. 

^''^ particulier, l'expression (i) du n"* 78 étant une différentielle 
^^*^, nous pouvons transformer ces six équations en prenant 
^ ^'^ A^ariables nouvelles 

p. - I. •: 
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lions de même forme que les équations (4) du n" 78, mais 
est remplacé par F', et où l'indice i prend seulement la vale 
pour L et )., et les valeurs i et 2 pour p et a>. 

Opérons de même sur les six dernières équations (20) du n'" 
Remplaçons-j 

x^y j",, jTj, V|» Xij y^i 

par leurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations se 
canoniques, la fonction caractéristique sera P' et elle dépendra 
seulement des inconnues 

^*> ^5» ^«» JKi') j^t j^* 

mais encore du temps. 

L'expression (2) du n" 78 étant une diirérentielle exacte, 
équations resteront canoniques si l'on prend pour variables n 
velles 

l-»!» ^î» p3» W3, P4, W4. 



Nous obtiendrons ainsi six équations de même forme que 
équations (4) du n" 78, mais où F est remplacé par F' et où 1' 
dice i prend seulement la valeur 2 pour L et X et les valeurs 3 e 
pour p et (i>. 

En résumé, nous retrouvons douze équations dé même for 
que les équations (4), avec cette différence que, dans six d'ent 
elles, F doit être remplacé par F', et dans les six autres par F". 

Il en serait absolument de même pour les équations (5). 

81. Emploi des éléments elliptiques. — Au n^ 58, nous avo 

défini quatre systèmes d'éléments, à savoir le système des élémen 
elliptiques et trois systèmes d'éléments canoniques. Au n" 7 
nous avons adopté comme éléments osculateurs ceux du troisiè 
système, celui des p et des w; au n" 79, nous avons adopté le qu 
trième système. Si nous avions adopté le deuxième système, il n 
aurait rien à changer à ce qui précède, puisque ce système 
également canonique. 

Mais les astronomes emploient aussi fréquemment le premi 
système, celui des éléments elliptiques, qui n'est pas canoniq 
Quels sont les changements qui en résultent? 

Comme nous avons des relations entre les éléments canoniq 
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Si les éléments elliptiques, les dérivées par rapporta t des éléments 
elliptiques s'exprimeront linéairement à l'aide des dérivées par 
"apport à t des éléments canoniques, les coefficients étant des fonc- 
iojds connues des éléments elliptiques. En vertu des équations (4), 
■1* aucune de ces dérivées des éléments canoniques par rapport à l 
st, égale, au signe près, à une dérivée partielle de F par rapport à 
li des éléments canoniques. A leur tour les dérivées partielles de F 
^»* rapport aux éléments canoniques s'expriment linéairement à 
aide des dérivées partielles de F par rapport aux éléments ellip- 
cif ues, les coefficients étant des fonctions connues des éléments 
m ptiques. 

D résumé, les dérivées par rapport à / des éléments elliptiques 
Lprimeront linéairement à l'aide des dérivées partielles de F par 
port aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonc- 
:mis connues des éléments elliptiques. 

Telle est la forme des équations différentielles auxquelles satis- 
lies éléments elliptiques; elles sont beaucoup plus compliquées 
! les équations (4) auxquelles satisfont les éléments canoniques. 
On peut, grâce aux crochets de Lagrange définis au n" 1 4, les 
►l> tenir sans passer par ce détour. 

Soit un système d'équations canoniques 

dxi _ dF^ dyt _ c£F 

dt ~ dyt dt "" dxi 

Considérons des accroissements virtuels Zxi et 3^i des variables 
*/ et j^,-, et 8F l'accroissement correspondant de F. Si nous multi- 
^■**^ixs nos équations par îy/ et — ox/ et que nous ajoutions, nous 
fo lèverons 

^ > ^{dxi 8^/— dyi Ixi) = 8F dt, 

^vipposons que nous exprimions les x et les ^ en fonctions de 
** Arariables nouvelles 

^^^ndra 
^î nous remplaçons dxi et Sa:/ par ces valeurs et rf^/, Sy, par les 
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valeurs analogues, et que nous posions 

Ia,,a,]=2^(^— -^3-j, 

notre équation (6) de\ient 

la sommation doit être étendue à toutes les combinaisons des ii^^ ^^' 
dices h et Xr, les deux combinaisons A, k et k\ h ne devant pas ét^r -^^^ ^* 
regardées comme distinctes. 
Mais si j'observe que 

je puis écrire aussi 

Za [ «A, *A ] ddh loLk = oF rf/, 

où la sommation doit être étendue à tous les arrangements de 
indices h et A*, les deux arrangements A, k et k, h devant cette foi 
être regardés comme distincts. 
Si nous remplaçons oF par 

dF . 




1 



as"" 



et que nous identifiions, il viendra 

/ \ V r 1 doih dF 

Appliquons celte formule au cas qui nous occupe; nos variables, 
au lieu d'être désignées par Xi et jv, devront alors être désignées 
par x'^ et y^ ; intégrons d'abord les équations en réduisant F à F© ; 
elles se réduiront alors aux équations du mouvement képlérien et 
elles nous permettront d'exprimer nos inconnues en fonctions des 
six éléments elliptiques de A" et des six éléments elliptiques de B*. 
Supposons que ces douze éléments elliptiques soient précisément 
nos variables nouvelles que nous appelons a», a2, . . ., a2/|. 

La formule (7) nous donne alors les équations difTérentielles 
auxquelles doivent satisfaire ces nouvelles >ariables. Les coeffi- 
cients [a>i, oLfç] sont des fonctions connues des éléments elliptiques. 



• 
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^ais ces coefficients ne sont autre chose (par rapport aux équa- 
rioKis canoniques du mouvement képlérien) que les crochets de 
I^^ grange du n" 14. En effet, parmi nos éléments elliptiques, il j en a 
d^maxqui varient proportionnellement au temps : ce sont les deux 
SI rB.o>malies moyennes. Soient 

«1= /j = m^-H 61, ai = /j = /ij / H- e, 

o^s» deux éléments; c'est-à-dire les anomalies moyennes des deux 
pl^ nètes fictives. A.lors Ci et £2 seront des constantes pour le mou- 
vez minent képlérien. 

I^es autres éléments sont des constantes pour le mouvement 

piérien. 

Considérons alors un des crochets [a^, a^]; si A et Ar ne sont pas 

aux à I ou à 2, il rentre immédiatement dans la définition du 
*chet de Lagrange, puisque a>i et a^t sont des constantes. 

Soit maintenant, par exemple [a/^, ayt], h n'étant égal ni à i , ni 
^ ^ . On a alors 

d%\ ~ dtx ' d'il dz\ 

^^y par conséquent, 

^^ Comme ei est une constante nous retombons sur la définition du 
^**^^oliet de Lagrange. 

rVeste le cas du crochet [a,,a2]; ce crochet est nul et il en est 
^ ïïiême, en général, de [a/^, a^] si a>i et a^ sont deux éléments 
'^ appartenant pas à la même planète fictive. Et, en effet, 






•, si £ = I, 2, 3, les dérivées par rapport à a^ sont nulles; si, 
^^ ^^ontraire, 1 = 4? 5, 6, ce sont les dérivées par rapport à a, qui 
^*^ t. nulles. Tous les termes du second membre s'annulent donc. 

c. Q. F. n. 

ous nos coefficients sont donc des crochets de Lagrange, et il 
^^^Ite du n" 14 que ce sont des fonctions des constantes du mou- 
^^^"^ €nt képlérien, c'est-à-dire des éléments a autres que les ano- 



blies moyennes et des deux constantes e. 



s— 



♦ 



IS 
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Je ne m'arrêterai pas ù démontrer qu'ils ne dépendent pas ^ries 
constantes e, ce qui serait facile. 

Les équations (7) étant beaucoup plus compliquées que Mes 
équations (4), je n'en ferai aucun usage. Je termine donc là c^ t^t^ 
digression en me contentant de renvoyer à l'Ouvrage de r! 
serand, Tome I et, en particulier, au Chapitre X et à la page i S y 
où l'on trouvera les équations en question sous leur forme dl4^»>"" 
nitive. 

82. Calcul de F©. — Revenons aux éléments canoniques et à ^^ 
transformation du n"30. Nous avons formé les équations (4)^1 ^ ^^ ^ 
des n"* 78 et 79. Il reste à exprimer F en fonction des éléme- 
osculateurs. 

Commençons par F„; nous avons trouvé au n" 37 

D'autre part, nous avons trouvé au n" 64 la formule suivante z 
.o, I . , , ,. mM m» M* 

(8) ^(-^î +•>''-*-•>'')--?:-= "Tir- 

Appliquons cette formule à la planète fictive A*'; il faudra 
changer J^,, jKa, ys en y\, y.^, /, ; ni et M en m\ et m^-^-iw 
r en AC, L en L|, de sorte que le premier terme du premi 
membre de la formule (8) se réduira à T| et que la forin 
deviendra 

où nous avons posé 

Appliquons de même la formule (8) à B'^; il faudra y change 
y^'^y'l'>y^ ^^ fk^ y^, y\i\ m et M en m'^ et/Wï-hm^H-mT; renB" 
L en La, de sorte que le premier terme de (8) se réduira à T, 
que la formule deviendra 
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OÙ nous avons posé 
En sidditionnant, il vient 



(9) 






Le même calcul s'appliquerait si l'on avait adopté les transfor- 
matiarïs du n° 26 ou du n" 44. Les valeurs des masses seules diffé- 
reraient. 

Avec la transformation du n" 26, il aurait fallu faire 

m = > M = mi -h m? pour A , 

et 

/n^ ^n^ . . m? ( //ii -t- m^ -+- /n? ) „, 

= — ^ — —f M = ^^ -^- pour B . 



On 



^ut-alt obtenu ainsi 



„ m\m\fn^ /njm7(/ni-+- An?) i 

1*0 = — • f-^ — r-r • 

2 LJ m^ H- m? -2 L| 

^vec la méthode usuelle du n" 41, il aurait fallu faire 

m = /ni, M = /ni -t- /n? pour A', 
m = /n^, M = m^-\- m^ pour B', 

et 1^ 

^U aurait eu 

p /nj(/n|-h /yt7)* __ mlim^-h /n? )* 

^^^ II] 9.L| 



* ^^^ que nous devons surtout retenir c^est que F ne dépend que 

^* L. 

I ^^v}. Calcul de jjlFi. — Développons maintenant la fonction per- 

^ «Patrice [jlF|. Dans le cas de la transformation du n** 30, cette 

^^tion ne dépend que des coordonnées a:'; ces coordonnées, en 

^tu du n** 69, sont développables suivant les puissances des \ et 

^s 7j. En est-il de même de la fonction [jlF, elle-même? Pour que 

^Vte fonction [jlF, soit développable suivant les puissances des \ 

^^ des 7j, il suffit qu'elle soit holomorphe par rapport aux j?', quand 

*^ Ç et les 7| sont supposés nuls. 
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Soit, en elTel, 

Soit x]*^ ce que devient x'^ quand on annule les Ç et les tj el 
posons 

Alors j:)" représentera le premier terme du développement dearj 
suivant les puissances des $ et desT|, etSj;^. représentera l'ensemble 
de tous les autres termes. 

La fonction <p(j:^) = <p(j:)"-|- Sj:)) étant holomorphe pour 
x^ = x'/^ sera développable suivant les puissances des S^^-, et comme 
ceux-ci sont développables suivant les puissances des Ç et des Tj, 
il en sera de même de o(x'^) = [jlF|. c. q. f. n.,^^ 

Or 

ne peut cesser d'être holomorphe que pour 

BD = o, AB = o ou BG = o, 



c'est-à-dire pour 












X\ = 


■ ^'t = ^'« = <>> 


ou pour 












- x\ 


_ 3-', _ m-, 




Xj in\-\- m^ 


ou pour 










x\ _ 


^'. . 


_ x\ _ /ni 




a/j /Wi -4- itii 



D'autre part, quand on annule les \ et les yj, il vient 

ar'j = K|L} cosXj, J7j = Kl L} sinX,, a:', = o, 
a?'^ = KjLI cosXî, ir'g = KjL| sinXj, x', = o, 

où 



^t^zm":^"' Kj = 



m', mi in-i m\ m,, ( m^ -4- m? ) 

Ki et K2 étant les valeurs du facteur — ^^ correspondant aux 
deux planètes V et R"\. 

Or ces valeurs des x' ne satisferont aux conditions de non-holo- 



( 



Li = o, 








K,M 


= 




m. 


K,Lî 


m, 


-4- m^ 


K.Lî 






mx 


K,Lî 


m 


i-f- m-i 
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morphîsme que si 

ou 

X| = Xj, 
ou 

Al = Aj, 

conditions qui, dans les applications, sont très loin d'être satis- 
faites. 

La conclusion, c'est que la fonction perturbatrice est dévelop- 

pai)le suivant les puissances des Ç et desTj ; les coefficients dépendent 

^ âiUeurs des L et des X, mais il est clair qu'ils doivent être des 

^^ctions périodiques des longitudes moyennes \ et, par consé- 

H^^ni^ développables en séries trigonométriques procédant suivant 

^5 cosinus et les sinus des multiples de \. Nous pouvons donc 

écrire 

[iF, =V Acos(Â-, X,-+-A:,X,-hA).')rL, 

" ^1 et Ar2 sont des entiers, où A et h dépendent seulement des I-., 
" enfitx 0\L est un monôme entier par rapport aux Ç et aux r^. 
^c développement, comme on le verrait en raisonnant comme 
au n** 69, peut toujours se mettre sous la forme 

('«) fiF,=2Apfp?'p^'PÎ^cos(2^'^'-^2^''*''^^)' 

dans c^iie formule, A et A dépendent seulement des L, les k 
et les y> g^j^^ jgg entiers positifs ou négatifs, les igi sont des entiers 

positt^^ et de telle façon que 2/7/ soil de même parité que pi el 
que 

'^qi=\pi\' 

^'^^^rquons pn passant que les p étant de l'ordre du carré des 
*^^*"îcités et des inclinaisons, le terme en question sera de l'ordre 

par 



^ l^port aux excentricités et aux inclinaisons. 

^ Si nous contenterons pour le moment de ces brèves indica- 
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lions, maïs nous reviendrons plus loin en détail sur le développe- 
ment de la fonction perturbatrice. 

8i. Cas de la méthode usuelle. — Ce que nous avons dit de la 
fonction perturbatrice s'appliquerait séparément à la partie prin- 
cipale et à la partie complémentaire de cette fonction, puisque 
l'une el l'autre s'exprimenl par des fonctions holomorphes des j/. 
Et cela resterait vrai, que Ton adopte la transformation du n" 30, 
ou la méthode usuelle du n" 41. 

Mais, dans ce dernier cas, la partie complémentaire de la fonc- 
tion perturbatrice prend une forme particulièrement simple; il en 
est de même, d'ailleurs, dans le cas particulier examiné au n" 10 — 

Cette partie complémentaire est, en effet, 

pour l'une des planètes, et 

Posons 

t|/ = a/, x\ -+- j/, x\ -+- x\ a/,. 

Le développement de A se déduira, d'une manière particul 
rement facile, de celui des x^ . 

Observons maintenant que dans le cas du mouvement d'un poi 

attiré par une masse fixe centrale M, on a les équations diffère 

tielles 

d^ Xi M Xi 

ou 

ou enfin 



dt^ 




r> 


M Xi 


: — Al» 


d^Xi 
d)J' 


Xi 




d^Xi 

d\^ 



Si nous voulons appliquer ce résultat à la planète A", il fai 
remplacer j?,, j;^, x^ par x\j x.^, x',, r par AC, ). et L par X, et L 
m et M par /ij, et m, -h /Wt, d'où 



Xj _ mfCAAii-h/n?)» d*x'i ._ 

AC» "' Lç dki (^-i,', j;. 



I08 CHAPITRE IV. 

Le développement (lo) ne doit donc pas changer quand on 
change tous ces signes; il ne contient donc que des cosinus, ce qui 

revient à dire que 

A = o. 

Ce résultat peut encore s'énoncer autrement si l'on met le déve- 
loppement sous la forme 

V A cos(A:, X, -h A:,X,-+- h)DïL. 

Sous cette forme, la constante h doit être égale à zéro ou à - 

suivant que le monôme ÛXL est d'ordre pair ou impair par rapport 
aux Y|. 

87. La fonction perturbatrice ne changera pas non plus quand 
on fera tourner la figure dont il vient d'être question d'un angle 
quelconque e autour de l'axe des x^^ 

Or, comme nous l'avons vu au n" 70, cela revient à augmenter 
toutes les longitudes de e, c'est-à-dire à changer les X en A -h e, et 
les (I) en (o — e. 

Dans ces conditions, le développement (lo) ne doit pas être 
altéré, ce qui revient à dire que les entiers k elp doivent satisfaire 
à la condition 

88. La fonction perturbatrice ne changera pas quand on rem- 
placera cette même figure par une figure symétrique par rapport 
au plan des X|^2* 

Mais, ainsi que nous l'avons vu au n® 7% cela revient à changer 
le signe des variables obliques Ç^, Tja, Ç^, tj,. Le développement 
de F, suivant les puissances des $ et des tj, ne contiendra que des 
termes de degré pair par rapport à ces variables obliques. 

Ou bien encore cela revient à changer a>2 et a>4 en co^ -h -n et 
to^-i-Tc, et, comme le développement (lo) ne doit pas être altéré, 
cela veut dire que 

est toujours pair. 

89. Homogénéité. — La fonction F est homogène de degré — i 
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par rapport aux grands axes et, par conséquent, homogène de 
degré — 'a par rapport aux L et aux p. Il en résulte que, dans le 
développement (lo), le coefficient A est homogène de degré 

par rapport aux L. 

90. Inté^ales des aires. — Que deviennent les intégrales des 
aires avec nos nouvelles variables? Nous avons vu, au n" 23, que 
ces intégrales conservent la même forme quand on passe des va- 
riables X ei y aux variables x' et y', de telle façon que chaque 
composante du vecteur des aires est la somme de la composante 
correspondante du vecteur des aires relatif à la première planète 
fictive A', et de celle du vecteur des aires relatif à la seconde pla- 
nète fictive B'. D'autre part, le vecteur des aires est le même à 
l'instant / pour la planète A' et pour la planète A'^, puisque à cet 
instant elles ont mêmes coordonnées, même masse et même vitesse. 

Elle sera la même également pour B' et pour B". 

Or, au n®60, nous avons vu quelles étaient les trois composantes 
du vecteur des aires pour une planète se mouvant d'après les lois 
de Kepler; ce sont : 



l Gsinesin6= — tjjI/L — pi — ^, 

^■*^ r • • A t . /\ P« 

— G sintcosO = — Çtl/ L.— Pi — — » 

= L— pi — pj. 

On voit que dans les deux premières de ces expressions figurent 
à la fois les i, les r^ et les p ; mais il serait aisé de passer de là soit 
à une expression en fonction des p et des co, soit à une expression 
en fonction des \ et des r,. 

Appliquons ces formules aux deux planètes A" et B" qui décrivent 
des orbites elliptiques. Nous verrons que les trois composantes du 
vecteur des aires sont 



— TQt^Li-Pi- ^'' — ?î^L, — p,— ^S L,- p,— Pj 
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pour A" et 



pour B", de sorte que les intégrales des aires s'écriront 



con^t . , 



1 - r„^/L, - p, - ^' - ri.^L.- 0. - Ç = 



2'-2'= 



const. 



La dernière des équations (12) peut s'obtenir facileineni 
manière suivante : 

Nous avons vu, au n^ 87, que dans le développement (ic 
fonction perturbatrice (xF, on a 

On a donc 

et comme F nediflere de [jlF| que par le terme Fq qui est ir 
dant des X et des co 

ou à cause des équations (4) 

V^ dh v^ dp 

ou enfin 

^ L — \ p = const. 

91. Supposons que Ton prenne pour plan des x^ X2 le 
riable, les équations (12) se simplifient. En effet, J 
membres des deux premières équations (12) se réduise? 
alors on peut déduire de ces équations 
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Dans le second membre de la quatrième équation (4 àis) 
(5 6/5), je remplace les L, p et w (ou les L, Ç et tj) par les valei 
ainsi trouvées, et les "k par les valeurs de première approximatic 
J'ai ainsi par quadrature de nouvelles valeurs approchées des 

Et c'est là la deuxième approximation. 

Ensuite, dans les seconds membres des trois premières éqi 
tions (4 bis) ou (5 6/5), je remplace les fonctions inconnues] 
les valeurs trou\ées en deuxième approximation et j'obtiens aii 
pour les L, p et (i> (ou pour les L, Ç et t;) de nouvelles valei 
approchées que je substitue dans le second membre de la quatriè; 
équation, où je remplace d'ailleurs les X par les valeurs de 
deuxième équation. 

Et c'est là la troisième approximation. 

Et ainsi de suite ; à la n^^"**^ approximation, on envisage d'ab 
les trois premières équations; on remplace les inconnues dans 
seconds membres par les valeurs de (/i — 1 )**''"*^ approximation, et J 
calcule par quadrature les valeurs de /i'*^'*"^ approximation de toi 
les inconnues, sauf des A. 

On prend ensuite la quatrième équation ; dans le second memt 
on remplace toutes les inconnues par leurs valeurs de /i'*^"** apprc 
mation, sauf les A que Ton remplace par leur valeur de (n — i] 
approximation. On obtient enfin par quadrature les valeurs 
^icnie approximation des A. 

On voit qu'à chacune des approximations on n'a à effectuer 
de simples quadratures. 

94. Il s'agit de se rendre compte de l'approximation obten 
Nous allons chercher à développer nos inconnues suivant les pi 
sances de [x et de voir combien à chaque approximation nos d< 
loppements contiendront de termes exacts. 

Pour cela, nous nous appuierons sur les lemmes suivants : 

r* Soient deux fonctions développées suivant les puissances d' 
leur produit sera également développable suivant les puissai 
de [JL, et si Ton remplace ces fonctions par des développerai 
dont les premiers termes seuls sont exacts, de telle façon qu' 
premier terme erroné soit le terme en u", le développement 
produit aura aussi ses premiers termes exacts, de telle façon qu 
premier terme erroné soit le terme en [jl". 
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2** Ce résultat s'étend immédiatement à un polynôme entier 
quelconque. Soit P un polynôme entier en ^, r, 3 ; si x, y, 2 sont 
(léveloppables suivant les puissances de [jl, il en est de même de P; 
et si l'on remplace j?, y^ z par des développements approchés où 
le premier terme erroné soit en jjl", les premiers termes du dé\o- 
loppement de P seront exacts, de toile façon que le premier terme 
erroné soit le terme en jjl". 

3'* Considérons maintenant une fonction quelconque /(x,j^, z). 
Soient x^^ y^^ z^ les valeurs de x^ y ei z pour jx = o, c'est-à-dire 
les premiers termes des développements de x^ y^ z suivant les 
puissances de [jl. Je dis que la proposition qui précède sera encore 
vraie si la fonction /" est liolomorphe en x^ y^ z pour 

,1' rrz .T'y, y =^Q, Z '■" Zj. 

'*osons en effet 

a'=Xrt-i-oy, y=J'ù-^^J% Z^Zo-iOZ] 

*a fojiction / étant holomorplie sera développable selon les puis- 
^ïioes de Sx, 8/, Zz. On pourra donc écrire 

/ = /o-h/i, 



^^ jf\i contient Tensemble des termes de degré moindre que n en ox, 

^•^j Ô5 et /i l'ensemble des termes de degré au moins égal à n ; 

^*^*"s /o est un polynôme auquel s'applique le lemme précédent. 

Supposons maintenant que l'on remplace Sx, oy^ 83, soit par 

^^x*s développements exacts suivant les puissances de [x, soit par des 

^^^loppements dont les premiers termes seuls soient exacts, le pre- 

**^*^ï:* terme erroné étant en jjl". Dans les deux cas,/, /q et/, seront 

^ev^oppables suivant les puissances de [x; de plus, comme Sx, oy^ 

^ sont divisibles par jjl, et que /", ne contient que des termes 

^ or^dre n au moins par rapport à Sx, 5;*, 8:;, cette fonction/, sera 

^^ visible par jx". 

*• ^ dis maintenant que dans les deux développements, l'un exact, 

^^itre rapproché, les termes de degré moindre que n (c'est-à-dire 

^^ termes en jx* où 1 < n) seront les mêmes. Cela est vrai pour/, 

4^*i est un polynôme auquel le lemme s'applique; cela est vrai pour 

•'• <|ui est divisible par (x", et qui par conséquent ne contient pas 

^c terme de degré moindre que n en [x. Cela est donc vrai de/. 

P. — I. 8 



i 
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x\iusi dans le développeineul approché de /", le premier lerine 
erroné est le terme en jjl", ou, comme nous le dirons plus briève- 
ment, l'erreur est de Tordre de [jl". 

93. Il s'agit d'appliquer <*es lemmes à la question qui nou> 
occupe. Cela est possible, car F© et F, sont des fonctions holo- 
morphes de nos inconnues X, L, p, w (ou X, L, Ç, ri) et il en est df 
même de leurs dérivée^. 

Je vois d'abord qu'à chaque approximation nous trouverons 
pour nos inconnues des expressions développables suivant les puis- 
sances de UL. Et en effet, si cela est vrai en (n — i **"") approximation, 
quand nous substituerons dans les seconds membres des équations 
(i bis) ces valeur approchées développables suivant les puissances 
de (JL, ces seconds membres seront eux-mêmes après cette substi- 
tution développables suivant les puissances de [jl, et il en sera de - 
même des nouvelles valeurs approchées des inconnues, qui s. 
déduisent de ces seconds membres par quadrature. 

Si, dans nos développements approchés des inconnues, le pr« 
mier terme erroné est en [x", et si nous substituons ces dévelo | 
pements approchés dans F,, le développement de F| aura s- 
premiers termes exacts, d'après le lemme, et le premier teri 
erroné sera en jjl" ; pour [JiF|, le premier terme erroné sera 
[jl""^', et de même pour la même raison, si F', est une quelconq 
des dérivées partielles de F|, l'erreur commise sur [jlF', sera « 
Tordre de a""*"'. 

Sur Fo, ou sur une quelconque des dérivées partielles de |F. 
Terreur commise sera de l'ordre de jjl". 

Après la première approximation. Terreur commise] sur le^^ 
inconnues est de Tordre de [x. 

Passons à la seconde approximation. Substituons ces premièr^^ 
valeurs approchées dans les seconds membres des trois premièr^^ 
équations (4 bis) ou (5 bis) qui sont de la forme |xF,. L'errec::— 
commise sur ces seconds membres sera de l'ordre de u^, et il ef^ 
sera de même de Terreur commise sur les nouvelles valeurs a pprrr:^ 
chées des L, p, (j> (ou L, Ç, r^). 

Substituons ces nouvelles valeurs approchées dans le secoi- "= 
membre de la quatrième équation et remplaçons-y en même tem ^ 
les A par leurs valeurs de première approximation. Nous fais 
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^^r les unes une erreur de Tordre de (a*, sur les autres une erreur 
^^ Vordre de [jl. L'erreur commise sur ['--jr sera donc de Tordre 

\ //F 

[Jl*. Quant à l'erreur sur -^ elle sera également de l'ordre 

A //F 

^^ u*, car -rp ne dépend que des L et l'erreur sur les L est de 

' Ordre de [jl*. L'erreur sur le second membre de notre quatrième 
^î'^^^on et, par conséquent, sur les nouvelles valeurs approchées 
^^s X sera donc aussi de l'ordre de [x^. 

On. démontrerait de la même manière qu'à la troisième approxi- 

'^ation l'erreur sur les seconds membres des trois premières 

^qua.t^ions est de l'ordre de [x', l'erreur sur les nouvelles valeurs 

^PP**ochées des L, p, w de l'ordre de jx', el enfin que l'erreur sur 

/*'5j-^ , sur -rp et, par conséquent, sur le second membre de la 

911a t: Sixième équation et sur les nouvelles valeurs approchées des à, 
^^* ^iissi de l'ordre de u'. 

*^«^ résumé, après la n^^"*^ approximation, l'erreur commise 
*''^' ^os inconnues est de l'ordre de il". 



. Dans la méthode d'approximations du n** 93, nous substi- 

'^^^Xs à la place de nos inconnues, dans les seconds membres de 

^^ équations, des développements obtenus d'une certaine manière. 

^ ^^^ il n'y a là rien d'essentiel. Supposons que dans les seconds 

^*>>bres des trois premières équations (4 bis), nous ayons sub- 

^1 ttj é à la place des inconnues d'autres développements pourvu qu<' 

^ F^ï'emier terme erroné soit de l'ordre de [jl". 

*-• 'analyse du n° 95 nous montre immédiatement que ces équa- 
^*^s nous auraient donné pour les L, les p et les o) de nouveaux 
^"^^loppements approchés où le premier terme erroné serait en 

■Prenons ensuite la quatrième équation (4 Ois)] dans le second 

^**îbre, substituons à la place des L, des p et des w ces nouveaux 

^^"^^loppements et à la place des X les anciens développements où 

^•^«•eur est de l'ordre de [x". Ici encore nous verrions immédiate- 

P^^*:it, par l'analyse du n** 95, que l'équation nous donnerait pour 

^^ ^ de nouveaux développements approchés où le premier tcrm«' 

***"oné serait en [x^^* . 

J^ans la conduite de nos approximations, nous pouvons, comme 
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Ainsi dans le développemenl approchr de /", le premier tenue 
erroné est le terme en [x", ou, comme nous le dirons plus briève- 
ment, Terreur est de Tordre de ul". 

95. Il s'agit d'appliquer ces lemmes à la question qui nou^ 
occupe. Cela est possible, car Fo et F^ sont des fonctions holo- 
morphes de nos inconnues \, L, p, w (ou X, L, Ç, tj) et il en est de 
même de leurs dérivées. 

Je vois d'abord qu'à clia(|ue approximation nous trouverons 
pour nos inconnues des expressions développables suivant les puis- 
sances de iJL. Et en elTet, si cela est vrai en (n — i **"") approximation, 
({uand nous substituerons dans les seconds membres des équations 
(i bis) ces valeur approchées développables suivant les puissances 
de (JL, ces seconds membres seront eux-mêmes après cette substi- - 
lution développables suivant les puissances de jjl, et il en sera cle== 
même des nouvelles valeurs approchées des inconnues, qui s-* 
déduisent de ces seconds membres pir quadrature. 

Si, dans nos développements approchés des inconnues, le pr 
mier terme erroné est en jx", et si nous substituons ces dévelo| 
pements approchés dans F|, le développement de F| aura s 
premiers termes exacts, d'après le lemme, et le premier 
erroné sera en ix" ; pour [xF,, le premier terme erroné sera e "^ 
a""^*, et de même pour la même raison, si F'^ est une quelconqu ^ 
des dérivées partielles de F|, l'erreur commise sur [xP, sera d^ 
Tordre de a""*"'. 

Sur Fo, ou sur une quelconque des dérivées partielles de *F„^ 
Terreur commise sera de l'ordre de jx". 

Après la première approximation. Terreur commise"^ sur les 
inconnues est de Tordre de [x. 

Passons à la seconde approximation. Substituons ces premières 
valeurs approchées dans les seconds membres des trois premières 
équations (4 bis) ou (5 bis) qui sont de la forme |xF,. L'erreur 
commise sur ces seconds membres sera de l'ordre de |x^, et il en 
sera de même de l'erreur commise sur les nouvelles valeurs appro- 
chées des L, p, w (ou L, $. t)). 

Substituons ces nouvelles valeurs approchées dans le second 
membre de la quatrième équation et remplaçons-yen même temps 
les A par leurs valeurs de première approximation. Nous faisons 
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^^r les unes une erreur de l'ordre de [a*, sur les autres une erreur 

^^ Vordre de [jl. L'erreur commise sur |J^-^* sera donc de l'ordre 

V-^' Quant à l'erreur sur -jp elle sera également de l'ordre 

^^ [Jl*, car -rp ne dépend que des L et l'erreur sur les L est de 

* Ordre de [jl*. L'erreur sur le second membre de notre quatrième 
^<ï^ation et, par conséquent, sur les nouvelles valeurs approchées 
^^s X sera donc aussi de l'ordre de [jl^. 

On démontrerait de la même manière qu'à la troisième approxi- 
mation l'erreur sur les seconds membres des trois premières 
^(/nations est de l'ordre de [jl', l'erreur sur les nouvelles valeurs 
approchées des L, p, o) de l'ordre de [x', et enfin que l'erreur sur 

i^5j^ , sur -7— et, par conséquent, sur le second membre de la 

9uat:x»ième équation et sur les nouvelles valeurs approchées des X, 
est ^ ^ggj jg l'ordre de jx'. 

*^«^ résumé, après la n'^'^^ approximation, l'erreur commise 
*'"' ^zos inconnues est de l'ordre de \t.". 



. Dans la méthode d'approximations du n** 93, nous substi- 

^*^s à la place de nos inconnues, dans les seconds membres de 

^^ équations, des développements obtenus d'une certaine manière. 

^ ^^s il n'y a là rien d'essentiel. Supposons que dans les seconds 

^■"^bres des trois premières équations (4 bis), nous ayons sub- 

* ti.1 ^ à la place des inconnues d'autres développements pourvu que 

l^x*emier terme erroné soit de l'ordre de jx". 

^'analyse du n° 95 nous montre immédiatement que ces équa- 

^ ^^s nous auraient donné pour les L, les p et les co de nouveaux 

^"^^loppements approchés où le premier terme erroné serait en 

^**enons ensuite la quatrième équation (4 Ois); dans le second 

y^^ïïibre, substituons à la place des L, des p et des w ces nouveaux 

^^v^loppements et à la place des X les anciens développements où 

^**ï*€ur est de l'ordre de [x". Ici encore nous verrions immédiate- 

^ ^^t, par l'analyse du n** 95, que l'équation nous donnerait poiu* 

^ >v de nouveaux développements approchés où le premier terme 

****cnié serait en [x""*"*. 

'^ans la conduite de nos approximations, nous pouvons, comme 
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d'ailleurs le bon sens l'indique, laisser de côté les termes erronés 
de nos développements, en ne conservant que les termes exacts. 

A la /i*^"* approximation, nous substituons dans nos seconds 
membres nos développements approchés, et nous obtenons pour 
ces seconds membres eux-mêmes des développements que nous 
pouvons arrêter au terme en [x""*, puisque les termes suivants sont 
erronés. 

Dans le second membre de la quatrième équation, nous avons 

deux termes -r^ et ^-rrl dans le second terme, il suffira de sub- 
stituer à la place des inconnues leurs anciens développements qui 
sont exacts jusqu'au terme en [jl""'^ inclusivement ; l'erreur commise 

dans le développement de [jl -^r- sera encore de l'ordre de [jl". 

Mais, dans le terme -7p> il faudra remplacer les L Me dis les L 

parce que -j^ ne dépend que des L j par leurs nouveaux dévelop- 
pements, exacts jusqu'au terme en [jl"~* inclusivement, que l'on a 
obtenus à l'aide des trois premières équations. 

97. Il convient de préciser davantage. Considérons, par exemple, 
les équations (5 bis). Je suppose que nous envisagions la solution 
particulière de ces équations telle que, pour ^ = o, les inconnues 
!-•/» ^^ô Çô ^« aient pour valeurs initiales 

et que nous nous proposions de développer cette solution suivant 
les puissances de u. 

En première approximation nous aurons 

ii'S) L/-L;\ ?/=??, y^i^r.'i, h=n,ti\^, 

où ni est une constante qui, conformément aux formules du mou- 
vement elliptique, est égale à 

M/ 



où nous avons posé, comme au n" 82, 



PRINCIPES qE LA MÉTHODE DE LAGRANGE. II 

Kri ^^î'^'n*' approximation nous aurons 



/ 



<i4) 






et 



"'^ ''='?^/"^'""^rs'"- 



■^^i:xs les intégrales qui figurent dans les seconds membres des 

^q^^^t-ions (i4) on remplace les inconnues par les valeurs obtenues 

e^ \^ ' — i)»*"' approximation. On fait de même pour la seconde inté- 

gr^^Ve du second membre de (i5), tandis que pour la première inté- 

gr^Ve, où figure sous le signe / une fonction ne dépendant que 

t\es L, nous y remplacerons les L par leurs valeurs données par 
les équations (i4). 



CHAPITRE V. 

\PPLICATION DE LA MÉTHODE DE LAGRANGE. 



/ t^e^^tclt= : h -r r-l- -j r h 

/ IV (m — 1): v' (/Il — 2): v> 



. /n\ /«e'V ,/n! ^c'v/ . . , /n! «'v/ 



OU en multiplianl par \e*^ et prenant la partie réelle 

/ A/"»cos(v^-i-/i)rf^ 
= i^ ^ -+-//iA^"»~» ^-r ^ — /?i(m — OA/»-* — i— 

V v' v' 



di/nîA . (v^-T-/0 



98. Nous avons mi, ù lu (in du Chapitre précédent, que nos 
é(|uations peuvent s'intégrer par approximations successives et que 
ces approximations peuvent s(î faire par de simples quadratures. 
Toutes les quadratures truc nous serons conduits à faire dans l'ap- 
plication de cette méthode seront de la forme * 

/ Xf" cos(v/ -+- h) de, 

m 

OÙ m est un entier positif ou nul, A, v et h des constantes. 
Nous avons d'abord, pour m = o, 

« 

COS(Vf :- h)dt z=i 1— i, 

et, d'ailleurs. 

Si nous difTérentions cette dernière équation m fois par rapport ^* ^"^ *''t 

à V et que nous divisions par /"', il vient 




sin ^ ' v'"-»-i 
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l^f tt^mrxxie général du développement esl 

cos , t*" -I' 

di m(m — i). . .(m — n -r- 1) \ . ( v/ -r- // ) -— -7» 

*>vi l'ori doit prendre 

-r-siii, -+- cos, — sin, —cos, 

r«ta i^'^ j[:à t que 

p -^ o, I. •>., ■< ( mod 4 )■ 

^-^■^ Jf^marquera la présence de v au dénominateur. Les formuler 
|*^*^cî ^dentés deviennent donc illusoires dans le cas où v = o; elles 
•****^>'^K^t être remplacées par 

< ^ > f Kdt = A /. / A /'« dt -^ — — /'« * «. 

J J //i -+- 1 



o est — 



Appliquons ces principes au problème qui nous occupe, 
fc-dire à Tintégration des équations (5 bis) du n" 93. Nous 
^^^*^2^ vu au n" 83 que [jlF, et F peuvent se développer suivant les 
|>_uiss^^nrp<8 des Ç, des yj et des cosinus et sinus des multiples des X. 
^sl de même des dérivées partielles de F par rapport aux L, 
a aux Ç et aux t^. Les seconds membres des équations (5 bis) 
% donc développables sous la forme 






'^^ Va ros( a-, Xi ^ A:,X, -T- A )0R , 

où 



et h sont des constantes ne dépendant que des L, ou les A* 
•- des entiers et OR un monôme entier par rapport aux ç et aux r\, 

^^nstante h est d'ailleurs égale à o ou à — -, d'après le n" 86. 
première approximation nous avons 



L,= L?, 6,= $?. 7;/=v.?, X,-/i,/i-Xj. 

VI ^ ^ appliquant la règle des n"* 93 ou 97, nous substituons ces 
.. ^Virs dans les seconds membres des trois premières équa- 
'^ (5 6m), ces seconds membres prendront la forme 



V rJcos(v/-h h'\ 
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OÙ H t'i II sont (les constantes et où 

Nous pourrons alors intégrer nos équations à l'aide des for- 
mules (i) ou (3) et nous trouverons pour nos inconnues L|, ç/ elTj/ 
de nouveaux développements où nous aurons des termes en 
sin(v/ -h h') et des termes en /. 

Pass(ms à Téqualion (i5) du n** 97: 






r/F, 



Dans -jT-î . nous devons encore substituer à la place de nos 

inconnues leurs valeurs approchées Lf, ij, ij*, /i// + )w*; nous 
ohtiondnms ainsi pour A,- des termes en / [provenant de Tappli- 
cation do la formule ^3)] et des termes en >in(v£ -h h') [provenant 
de rappiioatiou tie la formule (i ]. 

Oans %A* il faut, d'apK*s la règle du n* 97, substituer aux I^/ 

les nouxeaux dévolop|M*menls que nous venons de trouver. Soient 

vos nouxouux dôvelop|HMWOul5. 

Ko< âl^ sont dôvolopj^blos suixaul les^ puissances de ji, et comme 
on A« d';iiillours« 

4^1 quo djins T.-J los iui'\^uuuo> \*ul eto remp|jicèe> par leurs valeurs 

jil^^rvH^htvs indo|vnd4nlos do -jl. on \oil aîs^moDl que le dëvelop- 
I^MUonl do il^ so rtxluil À un >oul toraio« le loraie en u. 

IVwr I ^ l/. ^-i >o rv\iuit à -9,. D^jiillour>. pour L. == L*-!- oL/, 
U vWrtxw ^-î |H"wt so doxotoi^jvr <ux\jlqI Sos puîsô^oces des oL/ 






^^^'^ ;ji îoruto 






l\i:fcx ^x^ ,'v^Ovo;^iV'Jttc.*;. :x,^c^ :.v.j:^'.*»r^ r^-^',*.i«r lo* tenues du 
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second degré ou de degré supérieur, parce qu'ils sont de l'ordre 
de }x*, et si nous observons, d'autre part, que, d'après la forme 
deFci(c/. n»82), ona 

7l\~i\., " ^' dL) " dVi ' 

nous pouvons écrire 



d'o€ 



dFp dni ^. 

Jp dLi dVi Jp 

J'aî pu faire sortir -^ du signe j\ c'est, en elfcl, une constante; 

car les dérivées successives de F©, quand on y a remplacé les L/ 
par les constantes L", se réduisent k des constantes. 

Nous avons vu que oL/ contient des termes en sin(v^-|- h') et 
peut contenir des termes en t. Nous verrons bientôt que ces termes 
en t ne peuvent se rencontrer que si le rapport des moyens mou- 
vements — est commensurable: c'est là la propriété connue sous 
le nom A'' invariabilité des grands axes. 

Cela nous donnera dans / oLidt et, par conséquent, dans A/ des 

termes en cos(v/ -\- A), des termes en t; il pourra y avoir aussi des 
fermes en t'^ [par application de la formule (3)] mais seulement 
** oL|- contient des termes en ^, c'est-à-dire si le rapport des 
*^^yens mouvements est commensurable. 

^<îst là la deuxième approximation qui, à cause de la petitesse 
^s masses perturbatrices, est suffisante pour les besoins de la 
f ^''qiie dans le plus grand nombre des applications. 

j z"^^. Nous voulons néanmoins pousser l'approximation plus 
. ^-^ voir quelle est la forme générale des termes de nos déve- 

^-■■s que tous nos termes seront de la forme 

<5) 

A/"»cos(v^H- A), 
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OÙ m est un entier positif ou nul, A et h des conslanles et où 

les k étant des entiers positifs ou négatifs. 

J'observe d'abord que le produit de deux quantités de la 
forme (5) est une somme de termes de la forme (5) et j'en conclus 
qu'un polynôme entier par rapport à plusieurs quantités de la 
forme (5) est une somme de termes de la forme (5). 

Plus généralement, soit /une fonction développable suivant les 
puissances de x, y, z] six^y, z sont développables en séries de 
termes de la forme (5), la fonction / sera elle-même développable 
en une série de termes de la forme (5). 

Si, en effet, dans le développement de / suivant les puissances 
de X, y, z, je substitue à la place de x, y^ z leurs développements, 
le résultat de celte substitution sera une série dont chaque terme 
sera un produit d'expressions de la forme (5). 

Le n" 98 nous montre ensuite que, en intégrant par rapport à 
une expression de la forme (5), on obtient encore une somme d^ 
termes de la forme (5), car il est utile de faire observer que 



sin( v^ - A ) = co55( v^ -^ h — - j- 



Gela posé, envisageons les dérivées partielles de K| et de F© <\ui 
figurent dans les seconds membres de nos équations. Posons 



Les dérivées partielles de t^ ou de h\ pourront se dévelop^P^^ 
suivant les puissances des oL, 8Ç, Stj, SX, sous la fprnie 

où OÏL' est un monôme entier par rapport aux 5L, oÇ, St^, SX. Qua-X^ 
aux coefficients B, ce seront, d'après la formule de Taylor, des d^^ 
rivées partielles d'ordre supérieur de F, ou de Fo, où les L, Ç, tJ 
et X doivent être remplacés par leurs valeurs approchées 

Les dérivées partielles d'ordre quelconque de F, et F© peuvent, 
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'Oiuine ces fonctions elles-mêmes, se mettre sous la forme (4) an 
u** ft9, c'est-à-dire sous la forme 

y A cos(A:iXi-i- A-jX,-!- h)DïL. 

Si l'on y remplace les inconnues par leurs valeurs approchées, 
<^es expressions se réduiront à une somme de termes de la forme (5), 
^ar A et OIV se réduiront à des constantes et Xti X| + ^a^a -I- '* ** 

V ^ -h /// 
où 

V = kl /Il -h XiAiî, /i' — h ^ X'i ÀÇ -h AîXJ. 

Nos coefficients B sont donc des sommes de termes de la forme (5). 
Je dis que 5L|, 3;/, S-/i/, 8)»/, quelque loin que Ton pousse l'ap- 
proximation, ne contiendront que des termes de la forme (5). En 
effet, je suppose que cela ail été démontré pour la n}^"^^ approxi- 
ûialion, et je vais montrer que cela est encore vrai à la (/i + i)'*""*. 
Considérons, en eflet, d'abord les trois premières équations (5 bis) 

^u n» 93. Les seconds membres sont de la forme Vfi.OlL'et, dans 

'^ nionome OIL', on doit remplacer les 8L, . . . par leurs valeurs de 

"' ** [approximation. Par hypothèse, ces valeurs se réduisent à 

"ûe somme de termes de la forme (5). Donc i)rJ sera aussi une 

^^nifne de termes de la forme (5) et, comme il en est de même du 

coefficient B, il en sera de même de VB^Pl'. 

^os seconds membres sont donc des sommes de termes de la 
^""octe (5) et, en intégrant par rapport à t, nous voyons que les 
■nouvelles valeurs des 5L/, 8$/, 07^1, c'est-à-dire leurs valeurs de 
^^ "+^ ,yèiiie approximation, sont encore de la même forme. 

^*"enons enfin la quatrième équation (5 bis) du n" 93. Dans le 

*ecoxid membre, il faut substituer à la place des 8L/, oÇ/, 8yi/ les 

^^lexjrs de (/i-l-i)'^"'' approximation et, à la place des 8X|, les valeurs 

le /jièm» approximation. Toutes ces valeurs sont des sommes de 

^^txies de la forme (5). 

On en conclurait, comme plus haut, ([ue le second membre est 
^ûe somme de termes de la forme (5), et, en intégrant, que la 
nouvelle valeur de SX,-, c'est-à-dire sa valeur de{n -\- i '*"*) approxi- 
mation, est encore une somme de termes de la forme (5). 

c. Q. F. n. 
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101. Petits diviseurs — On voit, en se reporUnt au n* 98, 
<(ue, par suite des intégrations, le coefficient v figure au dénomi- 
nateur. Il en résulte que, si v = o, les formules (i) et (a) de- 
viennent illusoires et qu'on doit recourir aux formules (3). Mais 



V = Ati /Il -h ^j/lj. 

/Il 
ne peui s annuier que si ic rappun 

rable ou si 



Donc V ne peut s'annuler que si le rapport — est coniniensu- 



X-j = A*j = o. 

Or, la probabilité pour que le rapport -^ soit exactement 

commensurable est infiniment petite. Nous pouvons donc toujours 
supposer que ce rapport est incommensurable et, par conséquent, 
que V ne peut s'annuler que quand les deux coefficients k sont nuls 
à la fois. 

Mais si ce rapport ne peut être exactement commensurable, il 
peut être à peu prjès commensurable ; dans ce cas, v peut s'annuler, 
mais peut devenir très petit. Si v devient très petit, les termes qui 
contiennent v ou une puissance de v au dénominateur deviennent 
très grands. 

On dit alors que ces termes sont très grands par suite de la 
présence d'un petit diviseur. 

Il peut y avoir pour chaque valeur de — une infinité de petits 
diviseurs. Supposons, en effet, que nous réduisions - en fraction 
continue et soit -^ une des réduites successives; l'expression 

OÙ les a sont des entiers, est très petite; à chaque réduite corres- 
j)ond donc un petit diviseur; il y en a donc une infinité. 

Mais, dans la pratique, on n'aura jamais à envisager que les 
premiers termes des développements, c'est-à-dire ceux qui corres- 
pondent à des valeurs relativement petites des entiers k^ et A*j. 
Les premières réduites pourront donc seules entrer en ligne de 

compte; et le plus souvent, si le rapport — n'est pas très près d'une 

valeur commensurable simple, c'esl-à-dirc du rapport de deux 
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eiiliers petits, il arrivera que l'expression 

«2 /Il — OLi/lf 

ne sera pas extrêmement petite; car les expressions analogues sont 
d^autant plus petites qu'elles correspondent à des réduites de rang 
plus élevé. Dans ce cas, nous n'aurons pas à nous inquiéter des 
petits diviseurs. 

Si, au contraire, le rapport — est très voisin d'une valeur coni- 
inensurable simple, l'expression 

correspondant à l'une des premières réduites, sera extrêmement 

petite. Mais alors il se présentera la circonstance suivante. Soit ^ 

la réduite suivante; je dis que les entiers ^t et ^^ seront extrê- 
mement grands, de sorte qu'on n'aura pas à considérer le petit 
diviseur 

qui ne figurera pas dans les termes du dévelop[)ement que l'on 
conserve. 

Soit, en effet, ■- la réduite qui précède ~; la théorie des frac- 
tions continues nous apprend qu'on aura 

(f désignant le quotient incomplet correspondant. Si nous posons 

'Il = ï»-^^'-^ 

on sait que a est la partie entière de x de telle façon que x — a est 
compris entre zéro et un. On a alors 

X = -= • 

OLf /Il tf] ^1 

Par hypothèse le ^dénominateur acs/^i — ^ifi2 est extrêmement 
petit, donc x et, par conséquent, a sont extrêmement grands. Il 
en est donc de même de ^, et de ^j* c. q. f. d. 
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6 
Nous n'aurons donc à nous inquiéter ni de la réduite g^ ni a 

fortiori des réduites suivantes. Donc, dans la pratique, nous 
aurons au plus à nous inquiéter d'un seul petit diviseur. 

Si, au lieu de trois corps, nous en avions un plus grand nombre, 
quatre par exemple (c'est-à-dire trois planètes), nous aurions 

V = ATi /Il -f- /.* A*i -h A.1 /ij. 

La condition que le rapport — soit incommensurable devrait être 

remplacée par la suivante : qu'il n'y ait entre les trois moyens 
mouvements /?,, n^ et n^ aucune relation linéaire à coefficients 
entiers. 

102. Forme des développements. — Considérons maintenant 
nos inconnues comme fonctions des valeurs initiales ÇJ et TiJ des Ç/ 
et des T,/. Je dis c[\i'eUes seront développablas suivant les puis- 
sances croissantes des Ç" et des ti". 

En effet, cela est vrai en première approximation où l'on a 
simplement Ç/= Ç", 7ii=r7j", tandis que les L, et les X/ sont indé- 
pendants des Ç" et des t^". Il suffit donc de montrer que, si cela est 
vrai en /ï'^"** approximation, cela est vrai également en (/i -+- i)'*"'. 
Considérons d'abord les trois premières équations (5 bis) du n'*93 
tlont les seconds membres sont de la forme 



Nous a\ons montré que les coefficienls B eux-mêmes sont de la 
forme 

V A cos ( A:i X| -f- A j X, -h h ) OR , 

où l'on doit remplacer les L/, $/, r^/, )./ par leurs valeurs appro- 
chées L,^, Çj*, r,^% nit 4- V- Alors OPc, qui est un monôme entier par 
rapport aux Ç/ et aux r^,-, deviendra un monôme entier par rapport 
aux y et aux t^", et, comme les autres facteurs ne dépendent pas 
des Ç,^ et des r,^?, nous voyons que les B sont développables suivant 
les puissances des Ç]^ et des r,". 

Quant à on.', c'est un monôme entier par rapport aux 8L, dÇ, 07i, 
2X, où ces expressions doivent être remplacées par leurs valeurs 



(») 
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98. Nous avons vu, à la liii du Chapitre précédent, que nos 
équations peuvent s'intégrer par approximations successives et que 
ces approximations peuvent se faire par de simples quadratures. 
Toutes les quadratures que nous serons conduits à faire dans l'ap- 
plication de cette méthode seront de la forme 

/ \f'" cos(v<-f- h)df, 

où m est un entier positif ou nul, A, v et A des constantes. 
Nous avons d'abord, pour nt = o, 

(i) I cos{^( -r- h) dt = — ^ ' 

« 

cl, d'ailleurs, 



V 



/ e'v' dt = -7—' 

Si nous différentions cette dernière équation m fois par rapport:^ 
à V et que nous divisions par «"'", il vient 

/ t'ne^^tdt= —. h -r ; r-lz rj = h... 

./ IV (m — j)î v' (m — -i): v» 

OU en multipliant par \.e'^ et prenant la partie réelle 

I \t^cos{>tt-\-h)dt 

= i^ ^ -H A/i A ^'«-1 ^— T ' — w (m — I ) A ^'"- * — i — ; - 

V v' v* 

ihm! A . (v^4- /*} 



sin V 



//!-+- 1 
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*-*e terme général du développement est 



ces 



f/n-/t 



ifc m( m — I ) . . . ( //* — « 4- 1 ) A . ' ( V / -t- A ) — — r- « 



'^^ l'on doit prendre 



SI a, 



cos. 



sin, — cos 



^^'ivant que 



/> = o, I. •>., i ( mod i). 



• ".) 



-^n remarquera la présence de v au dénominateur. Les formules 
l^f'écéienles deviennent donc illusoires dans le cas où v = o; elles 
'/oi vent être remplacées par 



^^> 



/ 



A 



Adt = \t. I A/'" dt = — — l"'^^. 

J //i -+- I 




. Appliquons ces principes au problème qui nous occupe, 

E-à-dire à l'intégration des équations (5 bis) du n" 93. Nous 

us vu au n" 83 que [jlFi et F peuvent se développer suivant les 

s^sances des Ç, des r\ et des cosinus et sinus des multiples des X, 

est de même des dérivées partielles de F par rapport aux L, 

X, aux Ç et aux 't\. Les seconds membres des équations (5 bis) 

^Dnt donc développables sous la forme 

Va cos(A:iXi r- A:,Xj-T- A)OR, 



A et h sont des constantes ne dépendant que des L, où les k 
t des entiers et OR un monôme entier par rapport aux Ç et aux r\. 

constante h est d'ailleurs égale à o ou à — -> d'après le n® 86. 
ïn première approxiuiation nous avons 



Li=L?, ;i=$?^ 



^</ — 'il » 



X/^ /1//-4-XJ. 



Si, appliquant la règle des n*" 93 ou 97, nous substituons ces 
Valeurs dans les seconds membres des trois premières équa- 
tions (5 bis)y ces seconds membres prendront la forme 



Vncos(v^-h/i'), 
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OÙ B et II sont des constantes et où 

V = kxflx -h ATj/Ij. 



Nous pourrons alors intégrer nos équations à l'aide des for- 
mules (i) ou (3) et nous trouverons pour nos inconnues L/, Ç/ et Til- 
de nouveaux développements où nous aurons des termes en 
sin(v/ -}- II') et des termes en t. 

Passons à l'équation (i5) du n" 97: 



■• ' .717 .»' 



...x,./ -*.,/ -.,. 



Dans -7T-^9 nous devons encore substituer à la place de nos 

inconnues leurs valeurs approchées L,^, $^, 7^", /i/^ + XJ; nous 
obtiendrons ainsi pour X/ des termes en t [provenant de l'appli- 
cation de laformule (3)] et des termes en sin(v/ -^ h') [provenant 
de l'application de la formule (i)]. 

Dans -7|-^> il faut, d'après la règle du n° 97, substituer aux L/ 

les nouveaux développements que nous venons de trouver. Soient 

L, = L? -i- lu 

ces nouveaux développements. 

Les 8L| sont développables suivant les puissances de [jl, et comme 
on a, d'ailleurs, 

'"^^=^^1 ^^'' 

et que dans -tt-^ les inconnues ont été remplacées par leurs valeurs 

approchées indépendantes de [jl, on voit aisément que le dévelop- 
pement de SL| se réduit à un seul terme, le terme en jji. 

Pour 1^1= L", -7p se réduit à /i/. D'ailleurs, pour L, = L® -4- 8L/, 

la dérivée -j^ peut se développer suivant les puissances des oL^ 
sous la forme 

aLi alj,aLi al., (ILi 

Dans ce développemenl, nous pouvons négliger les termes d' 
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second degré ou de degré supérieur, parce qu'ils sont de l'ordre 
de jx*, el si nous observons, d'autre part, que, d'après la forme 
deFo(r/. n«82), on a 

nous pouvons érriro 

//Fo du, ^. 

d'où 



r^^o , dm /•' , ., 



J'ai pu faire sortir -p^ du signe f \ c'est, en effet, une constante; 

car les dérivées successives de Fo, quand on y a remplacé les L/ 
par les constantes L^?, se réduisent à des constantes. 

Nous avons vu que oL/ contient des termes en sin(v^4- h') et 
peut contenir des termes en /. Nous verrons bientôt que ces termes 
^^ t ne peuvent se rencontrer ([ue si le rapport des moyens mou- 

^^'ïients — est commensurable; c'est là la propriété connue sous 



/*x 



^loin A' invariabilité des grands axes. 

Cela nous donnera dans / oljidt et, par conséquent, dans À/ des 

^rwics en cos(v/ + li)^ des termes en /; il pourra y avoir aussi des 
^rnicîs en t^ [par application de la formule (3)] mais seulement 
' ^ï— i contient des termes en /, c'est-à-dire si le rapport des 
^3"^^ ns mouvements est commensurable. 

^^ ^^st là la deuxième approximation qui, à cause de la petitesse 
* ^'fciasses perturbatrices, est suffisante pour les besoins de la 
' * * <n[ue dans le plus grand nombre des applications. 

j . ^^O. Nous voulons néanmoins pousser l'approximation plus 
I *t voir quelle est la forme générale des termes de nos déve- 

Ï^P^^^iîients. 

^^ (lis que tous nos termes seront de la forme 

A/"* cos(v/-f- /*), 
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OÙ m esl un entier positif ou nul, A et li des constantes et où 

les A: étant des entiers positifs ou négatifs. 

J'observe d'abord que le produit de deux quantités de la 
forme (5) esl une somme de termes de la forme (5) et j'en conclu^ 
qu'un polynôme entier par rapport à plusieurs quantités de la 
forme (5) est une somme de termes de la forme (5). 

Plus généralement, soit y une fonction développable suivant les 
puissances de x^ y^ z\ sl^, y, z sont développables en séries de 
termes de la forme (5), la fonction / sera elle-même développable 
en une série de termes de la forme (3). 

Si, en elVet, dans le développement de J suivant les puissances 
de X, y^ z, je substitue à la place de x, y, z leurs développements, 
le résultat de cette substitution sera une série dont chaque terme ^^^^^ 
sera un produit d'expressions de la forme (5). 

Le n** 98 nous montre ensuite que, en intégrant par rapport à 
une expression de la forme (5), on obtient encore une somme 
termes de la forme (5), car il est utile de faire observer que 



liiHv^ - A ) = cop( v/ -h h \ 



^ 




Gela posé, envisageons les dérixées partielles de b\ et de Fq ^^ 

figurent dans les seconds membres de nos équations. Posons 

Les dérivées partielles do F^ ou de Fq pourront se dé\eioj 
suivant les puissances des oL, 5Ç, Sti, 8X, sous la fprme 

où D\L' est un monôme entier par rapport aux 8L, o$, otj, SX. Qi 
aux coefficients B, ce seront, d'après la formule de Tajlor, des 
rivées partielles d'ordre supérieur de F| ou de Fo, où les L, 
et X doivent être remplacés par leurs valeurs approchées 

Les dérivées partielles d'ordre quelconque de F| el Fq peu' 
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^ouime ces fonctions elles-mêmes, se mettre sous la forme (4) du 
^** 99, c'est-à-dire sous la forme 

Va cos{X-iXi-h x-jXi-h /i)orL. 

Si Ton y remplace les inconnues par leurs valeurs approchées, 
^*es expressions se réduiront à une somme de termes de la forme (5), 
^ar A et OÏL se réduiront à des constantes et X| X| + Ar2X2 -|- /e à 

où 

V = A, /«,-+- X'j/ij, h' — h ^ Al âÇ 4- XjXJ. 

JVos coefficients B sont donc des sommes de termes de la forme (5). 
Je dis que 8L/, o;/, S/j/, 8)./, quelque loin que Ton pousse Tap- 
P^'oximation, ne contiendront que des termes de la forme (5). En 
effet, je suppose que cela ait été démontré pour la /î'®"*° approxi- 
mation, et je vais montrer que cela est encore vrai à la (n -+- 1)'^'"*. 
^nsidérons, en effet, d'abord les trois premières équations (5 bis) 

"U a** 93^ Lgs seconds membres sont de la forme \^BOIL'et, dans 

'® n^onome 5ÎL', on doit remplacer les 5L, . . . par leurs valeurs de 

^' ** [approximation. Par hypothèse, ces valeurs se réduisent à 

^^^ somme de termes de la forme (5). Donc OVJ sera aussi une 

^^niitie de termes de la forme (5) et, comme il en est de même du 

^coefficient B, il en sera de même de VBor'. 

_ •'^os seconds membres sont donc des sommes de termes de la 
^^^G (5) et, en intégrant par rapport à t, nous voyons que les 
ouvelles valeurs des 8L/, 8$/, o/^/, c'est-à-dire leurs valeurs de 
^ ""K i)»*"* approximation, sont encore de la même forme. 

"**enons enfin la quatrième équation (5 bis) du n° 93. Dans le 

^^nd membre, il faut substituer à la place des 8L/, oÇ/, Sx/ les 

*^Urs de (n -h i)'^™« approximation et, à la place des 8)./, les valeurs 

/i»*™« approximation. Toutes ces valeurs sont des sommes de 

^''ïXïes de la forme (5). 

^o en conclurait, comme plus haut, ([ue le second membre est 
somme de termes de la forme (5), et, en intégrant, que la 
^Velle valeur de 8X|-, c'est-à-dire sa valeur de (n -\- i'«"*) approxi- 
on, est encore une somme de termes de la forme (5). 

C. Q. F. I). 
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101. Petits diviseurs — On voit, en se reportant au n** 98, 
<|ue, par suite des intégrations, le coefficient v figure au dénomi- 
nateur. II en résulte que, si v = o, les formules (i) et (a) de- 
viennent illusoires et qu'on doit recourir aux formules (3). Mais 



= A*| /Ij -4- A*2 /Ij, 

ni 
ne peui s annuier que si ic rappun 

rable ou si 



Donc V ne peut s'annuler que si le rapport ~ est coniiiienNU- 



ki = ^2 = o. 



/i, 



Or, la prohabilité pour que le rapport — soit exactement 

conimensurable est infiniment petite. Nous pouvons donc toujours 
supposer que ce rapport est incommensurable et, par conséquent, 
que V ne peut s'annuler que quand les deux coefficients A* sont nuls 
à la fois. 

Mais si ce rapport ne peut être exactement commensu rable, il 
peut être à peu prj^s commensurable ; dans ce cas, v peut s'annuler, 
mais peut devenir très petit. Si v devient très petit, les ternies qui 
contiennent v ou une puissance de v au dénominateur deviennent 
très grands. 

On dit alors que ces termes sont très grands par suite de la 
présence d'un petit diviseur, 

11 peut y avoir pour chaque valeur de — une infinité de petits 
diviseurs. Supposons, en effet, que nous réduisions - en fraction 
continue et soit — une des réduites successives; l'expression 

a* /Il — ïi/if, 

i)ù les a sont des entiers, est très petite; à chaque réduite corres- 
pond donc un petit diviseur; il y en a donc une infinité. 

Mais, dans la pratique, on n'aura jamais à envisager que les 
premiers termes des développements, c'est-à-dire ceux qui corres- 
pondent à des valeurs relativement petites des entiers k^ et Â*j. 
Les premières réduites pourront donc seules entrer en ligne de 

compte; et le plus souvent, si le rapport — n'est pas très près d'une 

valeur commensurable simple, c'est-à-dire du rapport de deux 
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euliers petits, il arrivera que l'expression 

Œj ni — «1 /ij 

ne sera pas extrêmement petite; car les expressions analogues sont 
d*autant plus petites qu'elles correspondent à des réduites de rang 
plus élevé. Dans ce cas, nous n'aurons pas à nous inquiéter des 
petits diviseurs. 

Si, au contraire, le rapport — est très voisin d'une valeur com- 
inensurable simple, l'expression 

correspondant à l'une des premières réduites, sera extrêmement 

petite. Mais alors il se présentera la circonstance suivante. Soit ^ 

la réduite suivante; je dis que les entiers ^i et ^a seront extrê- 
mement grands, de sorte qu'on n'aura pas à considérer le petit 
diviseur 

qui ne ligurera pas dans les termes du développement que Ton 
conserve. 

Soit, en effet, ■- la réduite qui précède — ; la théorie des frac- 
tions continues nous apprend qu'on aura 

Pi = Ti -+-«!«, 
</ désignant le quotient incomplet correspondant. Si nous posons 

on sait que a est la partie entière de x de telle façon que x — a est 
compris entre zéro et un. On a alors 

Otj /*! — (Xi /Ij 

Par hypothèse le^ dénominateur a^ni — ai/t^ est extrêmement 
petit, donc x et, par conséquent, a sont extrêmement grands. Il 
en est donc de même de ^1 et de ^2* c. q. f. i». 
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Nous n'aurons donc à nous inquiéter ni de la réduite £i ni a 

fortiori des réduites suivantes. Donc, dans la pratique, nous 
aurons au plus à nous inquiéter d'un seul petit diviseur. 

Si, au lieu de trois corps, nous en avions un plus grand nombre, 
quatre par exemple (c'est-à-dire trois planètes), nous aurions 

La condition que le rapport — soit incommensurable devrait être 

remplacée par la suivante : qu'il n'y ait entre les trois moyens 
mouvements /?,, n^ et n^ aucune relation linéaire à coefficient^^ 
entiers. 

102. Forme des développements. — Considérons maintenant 
nos inconnues comme fonctions des valeurs initiales ^ et T|" des \i 
et des Yi/. Je dis qu^elles seront dévefoppab/es sui{>ant les puis- 
sances croissantes des Ç,^ et des vi". 

En effet, cela est vrai en première approximation où l'on a 
simplement Ç|= Ç^^, 7j|=r7i", tandis que les L/ et les )./ sont indé- 
pendants des Ç" et des r^f. Il suffit donc de montrer que, si cela est 
vrai en w'^"*® approximation, cela est vrai également en (n -{- i)'*"'. 
Considérons d'abord les trois premières équations (5 bis) dun'*93 
dont les seconds membres sont de la forme 



Nous avons montré que les coefficients B eux-mêmes sont de la 
forme 

^A cos(A:iXi-f- A-jXj-h /i)OR, 

où l'on doit remplacer les L/, Ç/, r,/, \i par leurs valeurs appro- 
chées Ly, Ç", 7)^- , nit -f- X". Alors OPl, qui est un monôme entier par 
rapport aux Ç/ et aux t),-, deviendra un monôme entier par rapport 
aux Ç^? et aux tj", et, comme les autres facteurs ne dépendent pas 
des \^i et des r^^ nous voyons que les B sont développables suivant 
les puissances des Ç" et des r^". 

Quanta 01^', c'est un monôme entier par rapport aux 8L, 3Ç, otj. 
Sx, où ces expressions doivent être remplacées par leurs valeurs 
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de Ai**^"* approximation. Or, ces valeurs, par hypothèse, sont dé\e- 
loppables suivant les puissances des l^ et des ri^. Il en sera donc 
de même de «')IL' et, par conséquent, de nos seconds membres 

Si nous intégrons, nous verrons que les valeurs de (/i -|- i^i*™« 
approximation des L, Ç, 7^ sont développables suivant les puissances 
des Ç" et des r^. En raisonnant sur la quatrième équation (5 bis) 
comme nous venons de le faire sur les trois premières, on verrait 
qu'il en est encore de même des valeurs de (n -H 1)**"® approxima- 
tion des X. 

Nos développements seronl donc de la forme 

<6) ViiaAORo^'"cos(v/-h A), 

où DTlq est un monôme entier par rapport aux $" et aux 7\J et où A 
«l h sont des constantes ne pouvant dépendre que des h^ et des Xf . 
Oomme nos expressions sont développées suivant les puissances 
<le |JL, nous avons en facteur une puissance de [jl que j'ai mise en 
évidence. Posons 

Ç« = \/^pf cosoij, TjJ = /apj sinwj ; 

les p,^ et les oi" sont les valeurs initiales des p/ et des (Hi. En rai- 
sonnant comme au n^69 on verrait que notre développement peut 
également se mettre sous la forme 

<3ù A et h dépendent seulement des L^^ et des X? et où les entiers /> 
-^t 2q satisfont aux conditions 

içi^Piimod a), ^qi^Pi. 

103. Coordonnées héliocentriques. — Nous avons vu au n" 61 
Cïomment les coordonnées J7|, j^j? ^3 d'une masse attirée par un 
Cîentre fixe peuvent s'exprimer en fonction des éléments cano- 
niques et nous pouvons appliquer les formules de ce n° 64 aux 
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deux planètes fictives A'' et B". Nous verrons ainsi que 

a^j, :î'j, J"3, d"4, j"j, y\ 

sont développables suivant les puissances des ^ et des t«, et que ce 
sont d'ailleurs des fonctions des L et des X, qui restent holomorphes 
pour 

Si donc nous faisons 

L/ = L? -h oL|-, X| = Xf -f- n/< -♦- 8X,, 

ces coordonnées x' seront développables suivant les puissances 
des Ç, des y^, des 8L, des 3X. J'ajoute que les coefficients du déve- 
loppement sont de la forme Gcos(v^-hA), C et h étant des 
constantes qui dépendent seulement desL,? et des X". Ils sont donc 
de la forme (6). Comme les quantités Ç, y|, ôL, SX sont elles- 
mêmes développables sous la forme (6), il en sera de même des 
coordonnées x'. 

En raisonnant comme au n" 69, on verrait alors que les x^ 
peuvent également se développer sous la forme (7). 

Ainsi nos coordonnées x' peuvent se développer soit sous la 
forme (6), soit sous la forme (7), et il en est de même des coor- 
données héliocentriques des planètes Xi — J77, X2 — ^^g, x^ — x^; 
Xs — ry, r., — x%, x^ — X9 qui sont des fonctions linéaires desx'- 

104. Classification des termes. — Ainsi, soit dans les dévelop- 
pements des éléments, soit dans ceux des coordonnées, le terme 
général est de la forme 

Cela peut servir de base à une classification des termes; nous 
distinguerons d'abord les termes périodiques, les termes sécu- 
laires purs, et les termes séculaires mixtes. 

Les termes périodiques seront ceux qui ne contiendront pas de 
facteur /"» où le temps t se trouve en dehors des signes sin et cos. 

Les termes séculaires purs seront ceux qui contiendront un 
facteur /'" et ne contiendront pas de facteur Irigonométrique 

cos(v/ -:- /<). 
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Les termes séculaires mixtes sont ceux qui contiennent à la 
fois un facteur f^ et un facteur trigonométrique. 

Nous distinguerons ensuite les termes au point de vue de Yordn% 
du degréy du rang et de la classe, 

I/ordre d'un terme est l'exposant a qui affecte le paramètre jx. 
Ce qui justifie cette distinction, c'est la petitesse de ce paramètre, 
de telle façon que les termes sont d'autant plus petits qu'ils sonl 
d'ordre plus élevé. 

Le degré d'un terme est le degré du monôme OlLoî ce qui 
justifie cette distinction, c'est la petitesse des excentricités et des 
inclinaisons. Comme les Çf et les r^ sont de l'ordre des excentri- 
cités et des inclinaisons, les termes sont d'autant pies petits qu'ils 
sont de degré plus élevé. 

Le rang sera 

a — m^ 

c'est-à-dire l'exposant a du paramètre [Ji, moins l'exposant m de l. 
On voit aisément, en effet, qu'un terme où a — m est petit peut 
avoir une grande importance bien que a soit grand; si, en effet, a 
et m sont grands tous deux, le terme d'abord très petit croîtra 
rapidement avec le temps. 

Quanta la classe, elle dépend de la présence des petits di>lseurs 
au dénominateur. Ces petits diviseurs sont introduits, comme on l'a 
vu, par les intégrations successives. 

Soit alors ni' l'exposant du petit diviseur qui figure au dénomi- 
nateur, ou la somme des exposants des petits diviseurs qui 
figurent au dénominateur, si l'on a été amené à en considérer 
plusieurs. Nous avons vu, au n® 101, que cette dernière circon- 
stance se présentera rarement. 

Alors la classe d'un terme est, par définition. 



m ni' 

2 2 



iOo. Invariabilité des grands axes. — Reprenons l'équation 

I 1 r ^*^ » 



dt 



«t supposons qu'on veuille procéder à la seconde approximation. 
P. - I. 
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Pour cela, il faut subsliluer aux incoiuiues dans ->— leurs valeurs 

«iét première approximation. Or. nous a\ons F, qui est dévelop- 
pable sous la forme 

Fi = ^ A i^H cos I Xi /. i — A^î Âj — h I, 

la constante A étant d'ailleurs é^le à zéro ou -• On en conclura 

--zr^ = — ^ A JIL A'i sin ' A'i Ài — ili Àj -7- A >. 

Dans cette expression, il faut substituer* à la place des incon- 
nues L/. ^'. 7./. A/^ les valeurs de première approximation 



»o 

'I » ?/ • M 



r*'. À, = Àj-^/i,r. 



Il vient ainsi 



dVt 
if/. 



où 



1 v^ 

j-^ = — > AoOll«X7sin< v/~ /i' ). 
V = A'i /Il -«- X'j/i]. 



où Ao est ce que devient A quand on y remplace L/ par L*, et *)lLo ce 
c|uc devient i>TL quand on y remplace Ç/ el r,/ par $* et r,*. 
Il vient ensuite |)ar inté|^ration 



^8) 



^i 



L. = L? -T- ;x V Ao.m,, ^ [cos(v/ -r- h') — cosh']. 



On remarquera que dans la formule (8) figurent des termes 
périodiques, mais pas de termes séculaires. Un terme séculaire 
eu t pourrait, eu effet, s'introduire dans le cas où v serait nul, 
r'cst-à-dire dans le cas où la formule (i) deviendrait illusoire el 
où il faudrait recourir à la formule (3). 

Mais nous avons supposé que le rapport des moyens mouvements 

— est incommensurable. Alors v ne peut s'annuler que si k^ et k^ 

s'annulent à la fois; mais alors A*/ est nul elle terme correspondant 
disparaît. 

Donc, si l'on s'en lient à la deuxième approximation, la pluparl 
du temps suffisante dans la pratique, les développements des L/ 
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ri, par conséquent, ceux des grands axes proportionnels aux L? ne 
contiendront pas de termes séculaires. Les grands axes exécuteront 
Jonc seulement de petites oscillations autour de leur valeur 
moyenne. C'est le théorème de Lagrange sur l'invariabilité des 
grands axes, si important au point de vue de la stabilité du sys- 
tème solaire. 

Nous avons vu, au n" 99, que, en deuxième approximation, le 
développement de X, ne peut contenir de terme en /* que si celui 
de L| contient des termes en t. Il n'en contiendra donc pas, si le 
rapport des moyens mouvements est incommensurable. C'est ce 
que nous avions annoncé au n^ 99. 

106. Théorème sur le rang. — On pourrait craindre que, dans 
certains termes, on ait m > a, c'est-à-dire que le rang de ces 
termes ne soit négatif. Je me propose donc de démontrer les théo- 
rèmes suivants : 

1° Dans les développements de ç/, t)/, SX/, L, il n^y a pas de 
termes de rang négatij. J'ai dit SX/ et non X,-, parce que dans X, 
nous avons le terme nit qui est de rang négatif. 

2° // tiy a pas de terme séculaire mixte de rang nul. Le 
rang de ces termes est toujours au moins égal à un. 

3" Dans le développement de L,*, il n^y a pas de terme de 
rang nul. 

Ces théorèmes sont vrais à la deuxième approximation; en 
deuxième approximation, en effet, il n'y a que des termes trigono- 
inétriques ou des termes en ^; il n'y a donc pas de terme séculaire 
mixte ; les termes en t étant multipliés par \k sont de rang zéro; et, 
en vertu du théorème sur l'invariabilité des grands axes, il n'y a 
pas de terme en t dans les L|. 

Je dis maintenant que si les théorèmes sont vrais en /i*'-*"'* approxi- 
mation, ils le seront encore en (/i -|- i)**"**. 

Reprenons, en effet, nos équations (5 bis) ou (i4) et (i5) du 
n** 97; et, en particulier, l'équation (i5) 






Je vais développer Fq de la façon suivante, suivant les puissances 
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des 5L/. 

Fo = Fg -f- /t, oL, -+- /i, 8L,-h - (Cil oL} 4- 2C12 oL, ôLjH- d, SL») h- *, 

où ^ représente l'ensemble des termes de degré supérieur à deux 
en 3L|, SLj. 

Il est clair que FJ, /?i, /i2i Q* sont des constantes ne dépendant 
que des L^ ; j'ajouterai même que C|2=C2i = o, à cause de la 
forme particulière de la fonction Fo qui est la somme d'une foncr 
tion de L" et d'une fonction de L", mais cette circonstance ne 
jouera aucun rôle dans les démonstrations qui vont suivre. On 
aura donc 

Nos équations deviennent alors 

Dans les seconds membres de ces équations, il faut remplacer 
les inconnues par leurs valeurs de /t»^»»» approximation; je dis 
qu'on obtiendra ainsi les valeurs de (ai 4- i )•*»"« approximation des 
oL/, 8Ç/, ô7|i, 8X|. Pour les ôL|, oÇ/ et ôtii, je n'ai rien à ajouter à ce 
qui précède puisque je n'ai rien changé aux trois premières équa- 
tions; mais il est nécessaire de revenir sur les SX,-. 

Si nous remplaçons les inconnues par leurs valeurs de /i '**'"** 
approximation, où l'erreur est de l'ordre de jjl", on commettra sur 
les dérivées de F| une erreur de l'ordre de [jl", et par conséquent 

sur [Jl / ^r^ffl et sur y- 1 1 'ât^^ une erreur de l'ordre de [x""*"'. 
11 reste à étudier le terme 



/£"'• 



La dérivée ^p ne contient que des termes d'ordre deux au moins 
par raj)port aux ôL. Remarquons que les 3L sont divisibles par [jl. 
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Or, soient x^ y^ z trois fonctions dont les développements, 
suivant les puissances de a, soient divisibles par [jl. Soient x\ y^ z' 
des développements ap))rochés de x^ y^ Zj où le premier terme 
erroné soit en jx", de telle sorte que les différences x — x\ y — v', 
5 — 5' soient de Tordre de jx". Je dis que les différences xy — oc^ y ^ 
xyz — x^y'z' seront divisibles par [x""^*, c'est-à-dire que, si dans 
les produits xy^ xyz on remplace x^ y, z par leurs développe- 
ments approchés x'j v', 3', Terreur commise est de Tordre de a""*"' . 

On a, en effet, 

xyz ^ xy z' = xy{z — z') -^ xz'iy — y) -^y z'{x — x') 

et, par hypothèse, x — x' et y — y sont divisibles par |jl", tandis 
que X eiy sont divisibles par [ji. 

Le théorème s'élendrait évidemment a Jortiori à un produit 
d'un nombre quelconque de facteurs. 

Si donc dans un monôme entier par rapport aux 8L, pourvu 
que ce monôme soit du second degré au moins, nous substituons 
aux 8L leurs valeurs de /i'*™* approximation, Terreur commise sera 
de Tordre de [x""^* . 

Or, -ly- ne contient que de's termes du second degré au moins 

par rapport aux 5L. Donc Terreur commise sur le terme 

' d^ ^ 
dt 






est de Tordre de [jl"^'. c. q. f. d. 

Cela posé, j'observe que le produit de deux termes de rang^ 
positif sera une somme de termes de rang positif, que le produit 
de deux termes de rang positif ou nul sera une somme de termes 
de rang positif ou nul. 

Si donc dans une fonction développable suivant les puissances 
des 8L, 8$, 871, Sa on substitue à la place des 8L, 8Ç, 8t,, 8X des 
développements ne contenant que des termes de rang positif (ou 
bien positif ou nul), on obtiendra un développement ne contenant 
que des termes de rang positif (ou bien positif ou nul). 

Si donc on substitue aux 8L, 8Ç, 87|, 8X leurs valeurs de /i'*'"'' 
approximation, qui, par hypothèse, ne contiennent pas de terme 
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de rang négatif, on obtiendra pour les dérivées de F| des dévelop- 
pements où ne figureront que des termes de rang positif ou nul. 

En intégrant par rapport à t^ on peut diminuer le rang d'une 
unité, parce que l'application de la formule (3) peut introduire 
un facteur l. En revanche, en multipliant par ix, on augmente le 
rang d'une unité. Il résulte de là que les expressions telles que 

(lo) ]x I -J^dt 



rdFt 



ne contiendront non plus que des termes de rang positif ou nul. 

Je dis de plus qu'elles ne pourront pas contenir de termes sécu- 
laires mixtes de rang nul. En effet, les termes de rang nul de 
l'expression (lo) correspondent à des termes de rang négatif dans 

l'intégrale 

dFi 



f 



■n/' 



et comme -^ ne contient que des termes de rang positif ou nul, 

l'intégrale ne pourrait en contenir que par l'effet de l'application 
de la formule (3); or l'application de cette formule ne peut intro- 
duire que des termes séculaires purs» 

En résumé, nous pouvons d'abord conclure qu'en (/i -h i)*«"»« ap- 
proximation, 

SL/, 8Ç|, OTj/ 

ne contiennent que des termes de rang positif ou nul et pas de 
de termes séculaires mixtes de rang nul. 
Je dis maintenant que 



"■"-<-/. i"' 



ne pourra contenir de terme de rang nul. 
D'après le n" 100, on aura 

où DÏL' est un monôme entier par rapport aux 8L, 8Ç, Sti, 8X et 
Ton doit y substituer les valeurs de /i'*"^* approximation de ces 
quantités. 
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Quant à B, c'est une des dérivées partielles de -w- et l'on doit y 
substituer aux inconnues leurs valeurs de première approximation 

Cette dérivée partielle de -—-f étant aussi une dérivée partielle 
de f^, sera, comme nous l'avons dit au n® 100, de la forme 

y A cos(AiXi-h Aj/.j-^ /i)Oll. 

Mais ki ne pourra être nul ; car les termes où A*/ serait nul dis- 
paraîtraient quand on différentierait par rapport à X/ et, par con- 
séquent, ne pourraient exister ni dans -^, ni dans ses dérivées. 

Si, comme nous l'avons dit, nous substituons aux inconnues 
leurs valeurs approchées, il arrive, comme au n® 100, que AOIL se 
réduit à une constante C et Ai )v, -f- k^^i-h /i à v^ -+- h'; on a donc 

B = VCcos(v/-h A'), 

où 

V = Aj fil -h Affii, 

et, comme A*/ n'est pas nul, v ne peut pas être nul. 

Cherchons si OR' peut contenir des termes de rang nul. J^e 
monôme OÎL' est le produit d'un certain nombre de facteurs oL, 
SX, oS, Sti; et l'on obtiendra les termes de rang nul de CfïL' en 
réduisant chacun des facteurs du produit à ses termes de rang nul. 

Si, en effet, nous prenions dans l'un des facteurs un terme de 
rang positif, comme ce terme devrait être multiplié par d'autres 
termes provenant des autres facteurs et dont le rang serait positif 
ou nul, cela donnerait dans le produit un terme de rang positif. 

Or, dans chacun des facteurs, les termes de rang nul sont sécu- 
laires purs. De plus, le produit de plusieurs termes séculaires 
purs est évidemment encore un terme séculaire pur. Donc, dans 
le produit OR', tous les termes de rang nul seront séculaires purs. 

Comme tous les termes de B contiennent un facteur trigono- 
métrique cos(v^ 4- h') où v n'est pas nul, tous les termes de rang 
mil de Bon' seront périodiques ou séculaires mixtes. Il en sera 
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donc encore de même pour les termes de rang nul de ^ BOFt^ 

Pour intégrer un terme périodique, ou séculaire mixte, il faut 
appliquer la formule (i) ou la formule (2), ce qui ne diminue pas 
le rang. Donc dans 



I 



il n'y aura que des termes de rang nul ou positif. En multipliant 
par [X, on augmentera le rang d'une unité. 

Donc, dans SL/, il n'y a que des termes dont le rang est au 
moins égal à un, c. q. f. d. 

Ce résultat peut être regardé comme une généralisation du 
théorème sur Tinvariabilité des grands axes. 

Passons maintenant à 8)./ et à la quatrième équation (9); dans le 
second membre de cette équation, il y a trois termes que nous 
considérerons successivement. Commençons par le troisième qui 
est de même forme que les seconds membres des trois premières 
équations (9). On verrait, comme pour ces trois premières équa- 
tions, que ce terme ne peut donner ni terme de rang négatif, ni 
terme séculaire mixte de rang nul. 

Passons au second terme 



/ 






D'abord -rr- ne contient que des termes du second degré au 

moins par rapport aux 8L ; les 8L ne contiennent que des termes 
de rang un au moins; un produit d'au moins deux facteurs SL ne 
pourra contenir que des tenues de rang deux au moins. Par l'inté- 
gration, le rang peut diminuer d'une unité, mais il reste au moins 
égal à I . Donc pas de tenue de rang négatif, ni de terme séculaire 
mixte de rang nul. 

Passons au premi**r terme 



«. •"• 



rfF, 



Nous avons vu que dans ^r-î- tous les termes de rang nul sor 
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périodiques ou séculaires mixtes. Une double intégration ne chan- 
gera pas leur rang puisqu'il faudra appliquer les formules (i) 
ou (2); ce rang restera donc nul et, quand on aura multiplié 
par [X, il deviendra égal à i . 

Pour les autres termes, leur rang est au moins égal à i . S'ils 
sont périodiques ou séculaires mixtes, la double intégration ne 
changera pas leur rang et, après multiplication par [x, ce ran<; 
sera au moins égal à 2. S'ils sont séculaires purs, la double inté- 
gration diminuera le rang de 2 et la multiplication par [x l'aug- 
mentera de I, de sorte que finalement ce rang sera au moins égal 
à o. Ils resteront d'ailleurs séculaires purs. 

Ainsi, pas de terme de rang négatif, pas de terme séculaire 
mixte de rang nul. 

.Donc la valeur de (/i -h 1 )'*"*" approximation de SX/ ne contient 
ni terme de rang négatif, ni terme de rang séculaire mixte de rang 

nul. c. Q. F. D. 



CHAPITRE VI. 

TRANSFORMATIONS DIVERSES DES DÉVELOPPEMENTS. 



107. Lemmes divers. — Pour aller plus loin, je vais m'appuyer 
sur une série de lemmes qui, au premier abord, paraîtront presque 
évidents, mais sur lesquels pourtant ils est nécessaire de donner 
quelques explications, parce que j'en ferai un fréquent usage* 

Soit 

cp(/) = ^A cosv/ -H ^B sinv/ 

une somme de termes Irigonométriqups. Je supposerai d'abord 
que le nombre des termes est fini. 

Je dis que y si ^{t) est nul pour toutes les valeurs de /, tous 
les coefficients A ef B sont nuls. 

Je suppose bien entendu que tous les termes semblables (c'est- 
à-dire ceux qui contiennent un même facteur cosv/ ou sinv^) ont 
été réunis en un seul. 

Soit en effet A'cosv'^ l'un des termes du second membre. On 
aura 



\j\in 



. j, A A sm^vV 

cosv / dt = ^ -7—, 

2 4v' t 



2_A rsin(v H- v')< sin(v — v')^"! 
77 [ vH-v' ' V — v' J 



2 



^ I sin*(v -H v') - sin*(v — v')- I 
2/ L V H- / V — v' J* 



11 va sans dire que, sous le premier signe y], on doit prendre 
tous les termes, sauf celui où v = v'. 
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.A' 

Faisons maintenant croître t indéfiniment; le premier terme — 

est constant, les autres tendent vers zéro, car on a ^ au dénomi- 
nateur et l'on a au numérateur des lignes trigonométriques qui 
restent finies. Donc 



iim " I z 



^{t)i1t = — 

7, 



et si »(^) = o, on aura 

A'=o. 

Ainsi tous les A sont nuls, et Ton démontrerait de même que 
tous les B sont nuls. 
Je suppose que 

V — ATi /Il -^ A*2/{{, 

/ii et /i2 étant incommensurables entre eux, kt et k2 étant des 
entiers. 

Introduisons deux variables indépendantes (V| et iv-i et posons 

/(tv,, iv^) = \\\ cot(^i w,-+- X:,ci'i)-h\^Bsin(A-i(V|-+- k^w^), 

Quand on fera «'i = n^ /, w.2= /'2^? on verra ki Wt -+- kt (V2 se 
réduire à v/ et /(wi, «^2) à 'f{t). On a donc 

Si nous supposons comme plus haut que ^(t) est nul pou 
toutes les valeurs de t, les coejjficients A e^ B seront tous nuls 
et par conséquent /(wPi, «'2) sera identiquement nulle. 

On peut également conclure que, si /((Vi, iv^) est une fonction 
quelconque de la forme que nous venons d'envisager, et si 
/(«i /,/!,/) = o, /((V|, W2) sera identiquement nul; mais ici il est 
nécessaire de supposer que/Z| et ^2 sont incommensurables entre 
eux, sans quoi deux termes distincts de /{w^^w^) pourraient 
donner dansy(/i| /, /i2/) deux termes contenant un même facteur 
cosv/ et qui pourraient se détruire mutuellement. 

J'ai supposé jusqu'à présent que le nombre des termes était fini ; 
il serait aisé d'étendre le résultat à une série convergente, pourvu 
que la convergence soit absolue et uniforme. Mais les séries de la 
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Mécanique céleste possèdent-elles une semblable convergence? 
Non, en général, elles ne convergent que si les termes sont groupés^ 
cl ordonnés d'une façon convenable. Il serait donc nécessaire 
d'entrer dans une discussion approfondie des questions de conver- 
gence, questions que je désire laisser de coté dans cet Ouvrage. 

Aussi aborderai-je la question par une tout autre face. Je suppose 
que o^^/) soit obtenu par une suite d'approximations successives: 
(jue le nombre des termes, fini à chaque approximation, aille en 
croissant d'une approximation à la suivante et croisse ainsi indéfi- 
niment. Soient Çi (^), ^^{0^ • • •' ?«(')' • • • ^^^ valeurs approchées 
obtenues successivement pour ©(/). Je suppose que fi{i)<, ?a(0? 
Çs( /), ..., ^/i(/) soient nulles pour toutes les valeurs de ty de sorte 
quV> chaque approximation y ^(t) satisfasse à la condition d'être 
identi(|uement nulle. Alors il est clair que tous les coefficients de 
o,(/), de ^i{t)^ ..., de ^«(O- ••• -^^^l'ont nuls et par conséquent 
aussi ceux de ^{t). I-iC lemme est donc vrai à quelque approxima- 
tion que je m'arrête. 

Voilà dans quelles conditions nous appliquerons notre lemme à 
nos séries; si en efiet le développement de jjlFi contient un nombre 
intini de termes, il est évident que, dans la pratique, on ne prendra 
qu'un nombi^ fini de ces termes, de sorte que les développements 
qu'on on déduira n'auront non plus qu'un nombre fini de termes. 
Plus on prendra de termes «lans uF,, plus on en aura dans les 
aulivs développements, et plus seront exactes les valeurs que l'on 
obtiendra pour les éléments canoniques et les coordonnées. H 
nous suffit que notrt^ lemme soit applicable à chaque approxima- 
tion. C'est cette oiivonslance qui nous j>ermettra d'appliquer nos 
lenuues aux séries de lu Mécanique céleste. En résumé, nous pour- 
rions les appliquer paive que nous pourrons toujours supposer 
uF| nniuit à un nombre fini de termes. 

SmI maiulenanl 

une suite de termes. Je sup(H%se que re\|H>sant entier m ne dépasse 
|Ms une eerlviiue xaleur, 

J^ Ms f*«i\wv 7«f*. >*' 5^l^ esf nul quel ^fue soii /, ions les 
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Soît en effet p la plus grande valeur de Texposanl w, je dis que 
lous les termes en IP sont nuls. Car, si 

A'f/'coWt 
est l'un de ces termes, on voit comme tout a l'heure que, pour 

i= 00, » 



A' 



Donc A' est nul si ©(/)= o. 

II n'y a donc pas de terme en tP\ et comme maintenant la plus 
grande valeur possible de l'exposant est p — i , on démontrera de 
la même manière qu'il n'y a pas de terme en //*""*, et ainsi de suite. 

Supposons 

V = /», /J| H- /i*j/lj 

iCt posons 

.de sorte que 

Si o{l) est nul quel que soit t, tous les coefficients seront 
aiuls et/{'z, (Vi, iVa) sera nul quels que soient t et les w. 

Soit maintenant 

q(;x, /) = y^A;x«/'"cosv/-H2B;x3t/'" sinv/. 

Je suppose que l'exposant m ne puisse dépasser a, c'est-à-dire, 
•pour employer le langage des numéros précédents, qu'il n'y ait 
pas de terme de rang négatif. Je supposerai d'ailleurs que ç(ja, t) 
contient un nombre infini de termes; mais qu'il n'y en ait qu'un 
nombre contenant en facteur une même puissance de jjl; de telle 
façon que le coefficient de jjl* se compose d'un nombre fini de 
fermes. 

Je pose de même 
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Si ç ([X, /) est nul quels que soient [x et t, le coefficient de jx* 
devra être nul quel que soit t; dans ce coefficient, l'exposant m 
est limité puisqu'il ne peut dépasser a ; nous pouvons donc appli- 
quer le terme précédent el conclure quey({À, t, Wi (Vj) est nul 
quels que soient p., t, ^V| et^v^. Je pourrais dire aussi, mais pourvu 

que -^ soit incommensurable, qu'une fonction de la forme précé- 
dente 

est identiquement nulle si 

108. Transformation des développements. — Nous avons trouvé 
au n"* 102 pour les éléments canoniques des développements de la 
forme 

y^ fx« A /"» cos ( V / -H /*) Mo, 

où 

/nia, y = kiHi-T- ki/ii. 

Considérons l'un quelconque des éléments canoniques, par 
exemple L/, et soit 

L,= V fx«A/'"cos(v/-+- /OMo, 

el soit ensuite 

(il LJ = y^ |x« At^^ cos (kiWi-h kjWt-i- h) Mp 

une fonction de trois variables t, fV|, (V2. Il est clair que, si l'on 
fait 

A'i Wi -+• /tj ^2 se réduira à v/ et L^* à L/. On aura donc 

Li(i, /lit, /it<) = L^ 

On définirait de même $^*, tj^*, SX*. 

Je dis SaJ et non XJ, à cause du terme en /j// qui figure dans A,; 
on doit, en effet, prendre non pas 
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mais bien 



On voit, de plus, que 

é/L; dL} dLl 



d-z dwi dti'i 

se réduit à —^ pour 



Il est clair que les dérivées de SJ, rj/, X^* jouissent de la même 
propriété. 

Soit F* ce que devient F, quand on y remplace L/, X/, $/, rj par 
L*, XJ, $^*, TjJ. Si alors dans la dérivée partielle 

dF^ 
d>.^ 

on remplace LJ, A^, $,*, -/î/ par L/, X/, Ç,, /ii, cette dérivée se ré- 
duira à 

dV 

d\i' 
Si, dans -prj nous remplaçons les variables LJ, ... par leur dé- 

Ncloppement (il), on obtiendra pour -^-î un développement de 
même forme : 

Si, dans ce développement (i i bis), on remplace t, iï|, iVj par 
/, /i| /, /i^/, c'est comme* si l'on remplaçait LJ, . . ., par L/, ... ; el 

-ir-r se réduira a -tn-; nous aurons donc 

Envisageons l'équation 
, , dL* dL} d\/i d¥* 

t 

Le premier membre de cette équation est développable sous la 



\ 
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forme 

y fi« At"» cos( Xti wi -f- X-j «', -f- /i) OlLoi 

puisqu'il en esl ainsi de L*, de ses dérivées et de ^jy* Pour 
<*e premier membre se réduit à 

il est donc nul, en \ertu de Téquation (5) du n? 79. 

Donc, en vertu des lemmes du n" 107, il sera identiquement nul, 
quels que soient t, iv^ et n^» 

On démontrerait de même les équations 

, e/x? d>.} <a; ^f* 

< 1 '2 ^/.V ) < -7^ -i- /Il -j r- fit -7 -77-r = O, 

c?T)? t/îj; ^/r,; rfF* 



Si, maintenant, nous posons 

Z = t -r- C, {Vt= /lit -\-Zi^ CVj= /Ij/ -4- cj, 

<", £i et £2 étant des constantes quelconques, nous aurons encore 

dLl _ ciLl dLl d^l 

dt '~ dz * diVi ~^ * dwi 

4^{ Féquation (12) de\iendra 

dLl _ dV' 
dt ~ d}.;' 

•ou, en supprimant les astériques dcNcnues inutiles, 

dLj __ dV 

dt ~" d}.,' 

Les équations (12 bis) nous donneront de même 

dt dr^i' dt ~~ dL/ dt '~ dï' 

•Oc sont là les équations (5) du u" 79. 
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^Vinsi donc, si nos développe me nls (i \) satisjont aux équations 
du mouvement, c'est-à-dire aux équations (o) du /i" 79, quand 
on y Jait 

ils y satisferont encore quand on y fera 

quelles que soient les valeurs des constantes c et t. 

Comment avions-nous le droit d'appliquer notre lemme comme 
nous l'avons fait? Il est vrai que F contient une infinité de termes, 
mais, dans la pratique, nous n'en prendrons jamais qu'un nombre 
fini. Plus nous voudrons d'exactitude, plus nous en prendrons, 
mais nous n'en aurons jamais qu'un nombre fini; nous pouvons 
donc raisonner comme si F ne contenait qu'un nombre fini de 
termes; nous obtiendrons alors pour les L^*, ..., des développe- 
ments de la forme (i i) ; seulement, dans ces développements, le 
coefficient de |jl* ne contiendra qu'un nombre fini de termes, ce 
qui est, comme nous l'avons vu, lacondilionpour quele troisième 
lemme du n® 107 soit applicable dans F [vide infra n° 130). 

109. D'ailleurs, les équations (12) et (12 bis) peuvent se dé- 
montrer sans le secours des lemmes du n® 107. Je dis que l'on 
pourra trouver pour les inconnues 

des développements de la forme (11) qui satisfassent aux équa- 
tions (12) et (12 6w) et qui se réduisent à 

¥0 >n •\ 

pour 

T = U'i = «'2= O. 

Nous aurons, en effet, en première approximation, c'est-à-dire 
en négligeant [x et en réduisant F à F©, 

Supposons que nous ayons obtenu pour nos inconnues des va- 
leurs de /î'*"** approximation, où l'erreur soit de l'ordre de u"; 
P. — I. 10 
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comment obtiendrons-nous des Vcileurs où l'erreur soit de Tordre 
de |jL«+« ? 

Dans les dérivées de F*, dans Téqualion (12), ainsi que dans la 
première et la dernière équation (12 6w), substituons à la place 
des inconnues leurs valeurs de /i'*™" approximation. Après cette 
substitution, ces dérivées de F* sont développées sous la forme (11), 
de sorte que l'équation (12), par exemple, s'écrit 

, ^ ^ dl^i dLiî clLii ^1 _ , , , , ^ 

(i3) -57-+-'*» 'cÛv"^^^d^ "^ ^BT'«cos(A-iiv,-HA:jiv,-hA), 

et l'on en tire aisément la valeur de L^* ; on trouve 

(14) L?=L?^-2c. 

A chaque terme du second membre de (i3) correspond dans 
(i4) un terme que je désig;ne pour abréger par C et dont voici la 
valeur : 

i" A un terme 

dans (i3) correspondra dans (i4) nn lerme 

m H- I 
7." Au terme 

B cos ( A.i iV| -H ki \vi -h h) 

correspondra 

^ o sin (A:iiVi-4-X:jir,-4- /i) — sin/« 

t« = do = o } ; • 

A*i /l|-r- KfUi 

3** Au terme 

B T cos ( A'i «' I -h /»i iVf -h /j ) 
correspondra 

^ -j sin (A| «'!-+- Ajii'i-f- // ) „ cos (A-| n'i -r- Aji^i-h A) — cos A 

l^ 4- rJ T -. j h H —, -, . 

A"i Wi H- Aj fit ( A| /i| -\- Aj Wj )* 

i" Plus généralement, soit Cm le terme de (i 4) qui correspond à 

Bt"* cos (Al «'1 -+- A* Wi -r h ), 
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de sorle que 

dz dwi dwt 

et que Cm= o pour t = «ïi = kv^ = o. 

On aura la formule de récurrence 

Si, en effet, nous posons pour abréger 

A'i cvi -h A-, tv, -i- A = 9, A'i/ii-f- Aj/ij = V 



et 



-y- -4- /îl -, f- /Il -1 = A, 



il viendra 

AG,„= Bt'wcosç, AC;;,_,= B':'«-»cos? 

et, en différentiant cette dernière par rapport à A, 

, «/G,„_i 



^/i 



= — BT"»-»siiiç. 



D'ailleurs 

A(B':*«sin9} = vB-"* cos<p-+- //iB-:"»-* sinç 

et, par conséquent, 

\ V y dh / 

11 reste à démontrer que l'expression 

B-r'^sinç m dCm-i 
V V dh 

î»^annule pour 

•: = wj = ti»j = o. 

En effet, le premier terme s'annule parce qu'il contient t en 
facteur; d'autre part, Cm-^ s'annule par définition et cela quel que 

Soit A; il en est donc de même de ^T,'^ - et du second terme. 
' dh 

La formule (i5) est donc démonlrée et elle nous permettra de 
calculer C^? puisque nous avons plus haut calculé Co. Cette for- 
mule peut remplacer la formule (2) du n** 98. 
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Nous pouvons donc calculer L^* en partant de Féquation (12) 
(on traiterait de même la première et la dernière équation (12 bis)* 
On démontrerait comme au n" 95 que Terreur commise sur ces 
nouvelles valeurs de (n + 1)**"*^ approximation des inconnues L^, Çj^ 
Ti^ est de l'ordre de [x"+* . 

Prenons ensuite la seconde équation (12 bis); substituons-y, 
dans la dérivée de F*, à la place des L^*, Ç,*, r*-, leurs valeurs de 
(n -h i)'*"* approximation que nous venons de trouver et, à la place 
des XJ, leurs valeurs de /i**"® approximation. 

Traitons ensuite l'équation comme nous avons fait pour l'équa- 
tion (i3). Nous verrions, comme au n®9o, que la valeur de XJ ainsi 
obtenue est exacte aux termes près de l'ordre de |jl"+'. 

Nous obtiendrons donc par approximations successives des déve- 
loppements de nos inconnues, qui seront de la forme (11), satis- 
feront aux équations (12) et (12 bis) et se réduiront à LJ, Ç*, tjJ^ 
)v? pour T = (V'i = (V2 = o. 

Remplaçons-y T par /, (V| et «'2 par f^i^ et /i^/; nous aurons 
des développements qui satisferont aux équations (5) du n" 79; 
quand on y fera t = o (ce qui revient à faire t = «'t = iV2= o),. 
ces développements se réduiront bien à LJJ„ S®, Tj®, XJ ; ils sont donc 
identiques à ceux que nous avons trouvés au n" 100. 

Nous voyons donc que si, dans les développements du n° 100, 
on substitue A'i\Vt-{- A^iv^ à la place de v/, quand le temps est 
sous le signe cos et t à la place de l quand / est en dehors du 
signe cos, on obtiendra des développements de la forme (11) qui 
satisferont aux équations (12) et (12 bis), c. q. f. d. 

On aura donc obtenu les résultats du n" 108 sans se servir des 
lemmes du n" 107. J'ai cru cependant devoir indiquer la première 
marche, non seulement parce que ces lemmes me seront encore 
utiles plus tard, mais surtout parce que l'on voit mieux ainsi com- 
ment on peut être conduit par une suite naturelle d'idées au théo- 
rème du n" 108. 

110. Comparaison des développements. — Nous avons obtenu 
au n*' 102 des développements de la forme 



V jx«A01lo^'"cos(vf-h//) 
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qui dépendent de 12 constantes d'intégration, à savoir les deux 
L®, les deux XJ, les quatre Ç,? et les quatre vjj. 

Nous avons obtenu aux n°* 108 et 109 d'autres développements 
de la forme 

où l'on doit faire 

c, ei et 62 étant trois constantes d'intégration. 

Ces développements nouveaux contiennent trois constantes arbi- 
traires d'intégration de plus que les précédents. Comme nos 
équations différentielles forment un système du douzième ordre, 
trois de ces quinze constantes ne sont pas réellement distinctes des 
douze autres ; nous verrons plus tard le parti que l'on peut tirer de 
cette remarque. 

Nous pourrions donc sans restreindre la généralité supposer 
c = o. Il est à remarquer que si l'on adopte le développement (i i), 
les constantes L", ^^, r,® n'ont plus la même signification que dans 
le développement primitif. 

En effet, pour / = o, il n'arrive plus que 

se réduisent à 

Cela n'arriverait que si l'on supposait c = £| = 62 = o, parce que 
l'on retomberait alors sur le développement primitif. Seulement 
les différences entre L" et la valeur initiale de L/, par exemple, 
sont de l'ordre de |jl. 

En raisonnant comme au n° 69, on verrait que l'on peut passer 
du développement (i i) à un autre de la forme 

(»6) 2 Fi°^A(pî)7i(pS)7,(pO)7,(pO)7. x'« ces ^2 ^•«' -H 2 /'/««>?+ /*) 

OÙ l'on a, d'ailleurs, 

'^qi^Pi (mod'2), 2<7/^l/>*i. 
On verrait, d'ailleurs, comme au n° 103, que les coordonnées 
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héliocentriques peuvent également se développer soit sous la 
forme (i i) soit sous la forme (16). 

111. Symétrie. — Supposons que nous eomparions deux sys- 
tèmes de trois corps A, B, G et A,, B,, C| ; dans les deux systèmes 
les masses seront les mêmes. A Forigine du temps, les deux trian- 
gles ABC et A|B|C| sont symétriques par rapport au plan des 
XiX^; les vitesses initiales des points A,, B|, C| sont égales et 
directement opposées à trois vecteurs qui sont symétriques (par 
rapport à ce même plan) des trois vecteurs qui représentent les 
\itesses initiales des points A, B, C. 

Dans ces conditions, il est clair que la position du triangle ABC 
au temps / sera symétrique de celle du triangle A|B|C| au temps 
— t, 

Pour passer de la situation du système ABC au temps / à celle 
du système A|B,C| au temps — /, il suffit de changer 



(17^ ^'n ^t ^3> L/> ^/» iiy T^ll, Pô 



to< 



en 

(18) .r'i, — J^i, J^^i I^/, — X/, $/, — T„-, p/, — w/. 

Si donc nous changeons 
en 

^W» — ''< » Ç|» ^W> Pi» — %» '' 

les quantités (i^) devront se changer dans les quantités (18). 
Prenons donc le développement (16) et supposons 

c = £| = ej = ).J* = — ^v = O) 

et changeons-y / en — /, t*)^ en — co" et par conséquent t en — t. 
iVi en — (V|. 

Changeons en définitive le signe de t et ceux des iv et des to". 
l-.es quantités (i5) devront ou ne pas changer, ou bien changer de 
signe; leurs développements contiendront donc, ou bien rien que 
des cosinus, ou bien rien que des sinus. C'est-à-dire que la con- 
stante // devra être toujours égale à o, ou à — ■* • 
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Elle sera égale à o, si m est pair et à ■' si m est impair 

dans les développements de 

•'^l» ^3> ^'> S/> 

et à — - si m est pair et à o, si m est impair dans les déve- 
loppements de 

Si, au lieu delà forme (16), nous adoptons la forme (11), là 

constante h sera encore égale à o, ou à 

Elle sera égale à Tune ou à l'autre de ces quantités, suivant 
celle des inconnues (i-) qu'il s'agit de développer, suivant la 
parité de l'exposant de t, et celle des. exposants des r^ dans le 
monôme Oli© {cf. n" 86). On remarquera que le résultat précé- 
dent suppose que les \] sont nuls; nous pouvons faire cette hypo- 
thèse sans restreindre la généralité puisque avec nos trois constantes 
nouvelles c, ei, e^ nous avons encore une constante de trop, même 

avec r hypothèse 

Xî = Xj = o. 

Hâ. Faisons maintenant tourner tout le système d'un angle e 
autour de l'axe des x^ ; nos formules, indépendantes du choix des 
axes, devront conserver leur valeur. Or, cela revient à changer )./, 
\] en X/-I- s, X^-h e, et w® en w" — e. Dans ces conditions L/, x^ 
(et x\) ne changeront pas, \i se changera en \i+ e. 

x\ elx.^ se changeront eno:', coss — ^^^ine et^'^ sine + ^'^^cose; 
x\ et x\ subiront une transformation analogue ; $1 et r^i se change- 
ront en $/ coss -|- */;/ sine et — Ç/ sine + r^i cos e. 

Dans ces conditions, voici quelle semblerait être la générali- 
sation naturelle des théorèmes n"* 70 et 87 : supposons qu'on ait 
développé, par exemple, L^* sous la forme (16); il semblerait que 
Ton dût avoir 

Sous cette forme, le théorème serait faux. 

113. Mais nous pouvons transformer nos développements de la 
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façon suivante. D'abord dans les développemenls (i6) figureni 
deux constantes A et h qui dépendent non seulement des L", mais 
encore des X®. Il est clair que nos inconnues sont des fonctions 
périodiques des X®, et qu'il en est de même de AcosA et A sinA. 
Car quand on augmente les X", c'est-à-dire les valeurs initiales des 
longitudes X|, de multiples de 27:, nos inconnues oLJ, 3;^, ôt^,*, 8XJ 
ne doivent pas changer. Donc Acos/t et Asin/r peuvent se déve- 
lopper suivant les sinus et les cosinus des multiples des A®, de sorte 
que nos développements (iG) prendront la forme 

(16 bis) / 

/ X (pÎ)^.'c'«cos^2Av«'/H-2x;X?-h2p/cd9-4-AoJ, 

Aq et Ao ne dépendant plus cette fois que des L". J'ajouterai que, 

d'après le n® Hl, A© est une constante numérique multiple de 7 

Il n'y a aucune raison pour que les A"i= k'^. Mais nous voyons 
que l'on aura 

dans les développements de 5LJ et de ù\] et 

dans ceux de o\] et otj^*. Et, en effet, si l'on change les valeurs ini- 
tiales X® et (o® en X^-f-e, V^ — e, on vient de voir que L^* ne 
change pas, que XJ se change en X^* -f- e, \] et r\l en $/ cose -f- r*^ sins 
et — ^Jsine + T,^*cose {cf. n° 70). 

Dans les développements (16 615), nous avons pris pour con- 
stantes arbitraires les valeurs initiales L", X®, Ç® et y,® de nos in- 
connues. Mais nous pourrions faire un autre choix. 

Supposons que, dans les développements (16 bis)^ on supprime 
tous les termes qui dépendent de t ou des (v, et qu'on ne conserve 
que les termes constants. Soit LJ ce qui restera du développement 
de L* après cette suppression; alors L^- ne sera autre chose que 
l'intégrale 

4^ Jq «/o 
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pour T = o ; ce sera en quelque sorte la valeur moyenne de LJ pour 
T= o. 

On définira de même Çj et y^j; quant à "k^ ce sera de même ce 
qui reste du développement de X^* après cette suppression, de sorte 
que 

Ij — wi = — / / ( X; — Wi) dwi dwt 

pour T = o. 

On voit queLj, Xj, Çj, ti] sont des fonctions des anciennes con- 
stantes L®, X®, Ç", -/i® et du paramètre [x. Elles sont développables 
suivant les puissances de [x et, pour [x= o, on a simplement 

Quant aux différences L/ — L^ \\ — XJ, ?! — $?, t^! — r^]\ elles 
sont développables suivant les puissances des $* et des Tj®, et pério- 
diques par rapport aux X". Gela résulte immédiatement de la forme 
des développements (ii), (i6) et (i6 bis). 

Soient donc 

où I I est mis pour abréger pour le produit 

Ce développement (19) se déduit, comme je l'ai dit, du dévelop- 
pement (16 bis) en supprimant tous les termes dépendant des (v 
ou de T. Nous pourrions écrire aussi 

en partant des développements (11). 

Nous aurons d'ailleurs d'autres équations (19 bis) de même 
forme pou r dé finir Xj, çj, r\\. 

De ces équations (19 bis) nous pouvons inversement tirer les 
I-?, 5^?, S?, -n? en fonction des Lî, X!, Ç!, r^\. Alors L?, )>?, $?, 
^i" seraient développables suivant les puissances de [x et pour [x = o 
se réduiraient respectivement à LJ, Xj, $J, r\\. De plus les diffé- 
rences L* — L^*, V- — X^î, Ç" — $1, Tj® — yj^î seraient développables 
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suivanl les puissances des ÇJ et des r^ et périodiques par rapport 
aux 'kj. Nous pourrions donc écrire 

(•20) Ly = L!-4-2f^*A,3ïi;cos(2^i^/-^2''''^'"^^0 • 

où A| et hi dépendent seulement des hj et où Oli', est un monôme 
entier par rapport aux ^j et aux y|J; on aurait des développements 
analogues pour X", Ç", yj". 

Reprenons donc les développements (i i) et substituons-y à la 
place des L", X®, $®, yj" leurs valeurs (20). Il est clair que oL,*, 
oXJ, 8Sj, ôY^J seront développahlcs suivant les puissances de [x, 
de T, des $^î, des r^j et périodiques par rapport aux w et aux X^- ; 
nous aurons donc 

où A« et A| dépendent seulement des L^- et où 01L| est un monôme 
entier par rapport aux $/ et aux Y^j. On aurait d'ailleurs d'autres 
développements de même forme pour X^*, $,*, y\^j avec cette diffé- 
rence que dans le développement de X^*, la partie indépendante de 
[JL serait (Vv+XJ et non pas simplement Xj. 
Si nous posons 

le développement (21), d'après le raisonnement du n® 69^ prendra la 
forme 

I x(pi)'7.x'«cos/2x7iv/-+-2x";x;-+-2/>itoj-+- A/j, 

où nous aurons toujours les mêmes relations entre les entiers 

p et Aq, 

• 

Les développements (21) différent donc des développements 
(22) en que l'on a pris pour constantes d'intégration non pas 
les valeurs initiales, mais les valeurs moyennes des inconnues, 

114. Comment aurait-on pu parvenir directement aux dévelop- 
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pements (21)? Il aurait suffi de prendre les équations (12) el 
(12 bis)j ainsi que les équations (i3) qui s'en déduisent, et d'en 
poursuivre Tinlégralion par les procédés du n"* 109 mais ai'ec une 
différence. Au lieu de prendre 

^ -j sinCX'i «l'i -f- A't"'j-+- /*) — sin/i 
L.o= " ï f y 

A*i /l| -H A*î/lj 

nous prendrons 

sin ( A'i ivi -h A'i Wi -4-/0 



Cn=B 



X:i/ii-f-A,/i 



ri nous conserverons d'ailleurs la relation de récurrence (i5). 

Nous satisferons ainsi encore à nos équations; mais nous n'au- 
rons plus Co= o, Cm=z o, ni par conséquent 

U=U, ^i=Viy 'i/='i/, >'/=>^?ï 
|)Our 

•: = ii'j = ivj = o. 

JXous ne satisferons donc plus aux conditions initiales que nous 
nous étions imposées au n** 109. 

En revanche, on voit que les arguments des sin et des cos dans 
do, Cm, . . . seront les mêmes que dans les seconds membres de 
Mïos équations, tandis qu'avec la façon de procéder du n° 109, nous 
introduisions à chaque intégration des arguments nouveaux, 
|3uisque nous introduisions des termes en sin A où h pourrait 
dépendre des w". 

D'ailleurs la valeur moyenne de C©, et par conséquent celle 
<le Cm serait nulle. 

Ou bien encore revenons-en aux équations canoniques (5) 
du n° 79; nous en tirerons par exemple 






et Ton devra, pour avoir la valeur de /i**"* approximation de ôL/, 
remplacer les inconnues dans les seconds membres par leurs 
>aleurs de (/i — i^*™» approximation. Les divers termes de la quan- 
tité sous le signe / prendront alors la forme 

A/"» cos(v/4- /i), 

et nous avons \u au n" 98 que l'intégrale indéfmie de cette 
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expression se compose de /w H- i termes de la forme 

cos 
B//' . (vf-hA) (i? = I, 2, . ... m). 

Sin / \f ^ y 1 f 

A celte intégrale indéfinie, il^ convient d'ajouter une constante 
d'intégration. Jusqu'à présent nous avons choisi cette constante de 
telle façon que oL/ s'annule avec / ; en d'autres termes nous avons 
toujours intégré entre les limites zéro et /. C'est ainsi que nous 
sommes arrivés aux développements (i i). 

Si au contraire nous prenons toujours la constante égale à zéro, 
c'est la valeur moyenne de SL| qui sera nulle et nous retomberons 
sur les développements (21) ; nous prendrions en première approxi- 
mation 

Il est clair que pj et loj définis comme nous venons de le faire, 
ne représentent nullement les valeurs moyennes de p/ et de co/. 

115, J'observerai en passant que si l'on avait pris d'autres con- 
stantes d'intégration (que j'appellerai aussi pour un instant L^-, Xj, 
Vi et Tij) liées aux valeurs initiales L®, X?, Ç" et r,® par des relations 
de la forme (19), (19 bis) ou (20), tout ce que nous avons dit 
jusqu'ici subsisterait et nous serions encore retombés sur des déve- 
loppements de la forme (21) ou (22). 

On aurait pu, par exemple, faire ce choix de façon que p^- et w^- 
représentent les valeurs moyennes de p/ et de w/, mais cela n'a pas 
d'intérêt pour ce qui va suivre. 

116. Mais les développements (21) et (22) formés au n* 113 
jouissent de propriétés particulières, bien dignes d'attirer l'atten- 
tion. Nos équations (12) et (12 bis) ne changent pas quand on 
change «v en Wi-\- e^ (et d'ailleurs nous savons que nos développe- 
ments satisfont aux équations du mouvement, aussi bien si l'on y 
fait T = i, (V|= nil H- e/ que si Ton y fait t = /, av= nil). 

Quand on change wi en iv/H- s/ dans les développements (21) 
les développements ne devront pas cesser de satisfaire aux équa- 
tions (12) et (12 bis)', mais que deviendront les valeurs moyennes 
LJ, ;^-, •/;/, XJ? Les trois premières ne changeront pas, la dernière 
deviendra \\ 4- s/. 
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Nos développemenls ne changeront donc pas quand on changera 
» la fois iV| en iV|-f- e/ et X^ en Xj — c/. Cela veut dire que Wg et Xj 
n'y figureront que par la combinaison (r/H-^-j c'est-à-dire que 

Ai = k'i. 

Supposons maintenant, comme au début du n^ 112, que Ton fasse 
tourner tout le système d'un angle e autour de l'axe des x^. Alors 
L|, L^î, pi ne changeront pas, X, et "kj se changeront en X/H-e? 
AJ-he, (i>î enWjî — e, Ç, etï^i en Sicose-J-Tiisine et — Ç/sincH-Tj/coss. 
Les formules devront subsister puisqu'elles sont indépendantes 
du choix des axes. Nous devons donc conclure que, quand dans 
nos développements (22) nous changerons AJ en Xj -h e en même 
temps que toj en (oj — s, les inconnues 

*^/ï ^ii 5/» T^i* 

se changeront en 

L/, X/-h£, J, cos£ -HTj/sins, — $1 sine-h T^/cose. 

Si nous nous reportons à ce qui a été dit aux n*** 70 et 87, nous 
verrons que cela signifie ([ue 

dans les développements des L et des X et 

dans ceux des ç et des r,/ (nous pouvons d'ailleurs toujours supposer 
que dans cette égalité le dernier membre est -f- i, car s'il était — i 
nous n'aurions qu'à changer le signe de l'argument du cosinus, ce 
qui ne change pas la valeur du cosinus). 

On aurait pu obtenir les résultats précédents d'une autre ma- 
nière. Au n** 114 nous avons vu comment on peut former les déve- 
loppements (22) directement par approximations successives. On 
aurait pu alors démontrer nos résultats par récurrence en vérifiant 
que, s'ils sont vrais dans la (n — iy*"« approximation, ils le sont 
encore dans la /?**"'. 

117. J'ai dit plus haut que dans la pratique on n'a pas à consi- 
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dérer les termes où le petit diviseur 

V = X*| n\ -+- k% /ij 

correspond à des entiers kx et A*.j très grands; et c'est grâce ù celle 
circonstance que j'ai pu dire au n" 101 qu'il n'était presque jamais 
nécessaire d'avoir égard à plusieurs petits diviseurs différents. 

Je suis maintenant en mesure de justifier complètement cette 
assertion. Cela se verra mieux d'ailleurs sur le développement (22). 
Dans ce développement, en effet, on a 



2:*-2 



p = o. 



Si [ A*! I et I A*2 [ sont grands et si v étant un petit diviseur 

ît; comme dans la pratique le rapj)ort * 
voisin de 1 , 



est très petit; comme dans la pratique le rapj)ort — î- ne sera pas 



\[ k sera également très grand et il en sera de même 



de y^p 



Or le degré du terme envisagé est 



2 



l^s^iH^I^/' 



Ce degré est donc très grand et c'est ce qui fait que le terme est 
négligeable. 

Revenons maintenant au développement (16). On devra retomber 
sur ce développement en partant du développement (22) et en y 
remplaçant L^î, \-, 5J, r\\ parleurs valeurs (19). Or ces valeurs (19) 
sont développables suivant les puissances entières positives des p" 
<|ui sont des quantités du second degré. Dans les développe- 
ments (19) nous aurons donc des termes de degré zéro et des 
lermes de degré positif. 

Nous retomberons ainsi sur le développement (iT)) dont chaque 
terme proviendra d'un des termes de (21); si l'on fait attention à 
la manière dont il a été obtenu, on voit qu'il sera de degré au 
moins aussi grand que le terme de (21) d'où il j)rovient. Or le 



TRANSFORMATIONS DIVERSES DES DÉVELOPPEMENTS. IJQ 

lerme général de (i()) 

provient d'un terme de (21) en ^Aiv. 11 est donc au moins de 
degré 21 ^ ' ^^^"^ qu'on n'ait plus ici 

1 18. Si l'on change le triangle ABC en un autre triangle symé- 
trique du premier par rapport au plan des J7|X2? on- ne cessera pas 
de satisfaire aux équations du mouvement, c'est là une consé- 
quence de la symétrie de la fonction F démontrée au n® 88. 

Or cela revient à changer les variables obliques Ç21 ''ia^ £4? "^li ^i^ 
— $29 — ■'ia? — 5j|) — *'l4j ou bien encore (i>2 cl (1)4 en 0)2+1: et w^-f-TT. 



Si donc on change 



^0 V)0 ^0 yA 

Çj» "il» Ç*> 'ti 



en 

CO Y.0 CO yO 

— su — 'il» 54» 'iiï 

ou ce qui revient au même wj et loj en wJ + tî et wJ-f-Tr, les 
variables obliques £25 "^la? $4? '''•4 changeront de signe et les autres 
ne changeront pas. 

Si donc les développements des éléments ou des coordonnées 
sont mis sous la forme (1 1), le monôme OîLo sera de degré pair en 
II, TiJ, $J, TiJ dans les développements des L, des A, des $|, vii, $3, 
r^j, de x[j x'^, x\^ xi', il sera de degré impair dans ceux de $2» ^25 
l\f ^4> ^ij -2^^. Si l'on mettes développements sous la forme (16), 
on verrait de même que p^-h Pk serait pair dans le premier cas et 
impair dans le second. Cela serait vrai d'ailleurs que l'on ait 
appliqué les procédés du n** 109 ou ceux du n" 113. 

119. Homogénéité. . — En raisonnant comme aux n*** 73 et 89, 
on verrait que 

L|, p/ sont homogènes de degré i, 



h. 


-m 


» 


» 


1 

— * 
9. 


^;, 




» 


» 
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par rapport aux L® et aux p", ou bien encore par rapport aux L®, 
aux ($9)2 etaux(Ti?)2. 

120. Résumé. — Dans ce Chapitre, nous avons transformé nos 
développements, de telle façon que nos inconnues se présentent 
sous la forme de fonctions de trois variables t, Wt et iVa. Ces fonc- 
tions sont développables suivant les puissances de t et suivant les 
cosinus et les sinus des multiples des iv. 

Elles satisfont aux équations du mouvement quand on y fait 

quelles que soient tes valeurs des constantes arbitraires c, £| 
et €0. Outre les trois variables t et (V, nos fonctions dépendent de 
douze constantes d'intégration et la forme du développement 
dépend des constantes que l'on choisit. Si l'on adopte les valeurs 
initiales 

LO "iO to ^0 
i 1 '^i I Çi » 'il 

des inconnues L/, X/, $1, r^i pour t = «V| = (v^, les développements 
prennent la forme (11). Si l'on adopte les valeurs initiales 

to \^ #^0 .^» 

^ï ^*» Pli Wl 

des inconnues L/, A/, p/, (O/, ils prennent la forme (16). Ce sont là 
les développements auxquels on est conduit par l'application du 
procédé du n° 109. 

Mais on peut faire un autre choix. Si, comme au n® 113, on peut 
choisir non plus les valeurs initiales des inconnues, mais leurs 
valeurs moyennes, on est ainsi conduit aux développements (22) 
([ui jouissent de propriétés remarquables. 



CHAPITRE VII. 

LE PROBLÈME RESTRELNT. 



121. Le problème restreint. — Au n^ 35, nous avons envisagé un 
problème particulier. Nous avons supposé que les trois corps soient 
le Soleil, une grosse planète et une petite planète, et que la masse 
(le cette dernière soit assez petite pour que l'on puisse négliger les 
perturbations qu'elle produit dans le mouvement de la grosse pla- 
nète. Dans ces conditions, celte grosse planète décrit une ellipse 
képlerienne; nous avons supposé de plus que l'excentricité de 
cette ellipse est nulle de telle façon que l'orbite de la grosse pla- 
nète soit circulaire, et que la petite planète soit à l'origine du temps 
dans le plan de cette orbite et que sa vitesse initiale soit également 
dans le plan de cette orbite. Il en résulte évidemment que la petite 
planète restera toujours dans le plan de cette orbite. 

Nous pouvons alors appliquer la transformation du n® 30 de 
deux manières différentes : 

1** Nous pouvons, comme au n® 32, supposer //i.j = o, ce qui, 
comme nous l'avons vu, revient à supposer que la grosse planète 
est rapportée au Soleil, et la planète au centre de gravité de la 
grosse planète et du Soleil. 

2° Nous pouvons, comme au n** 33, supposer //i|= o, ce qui 
revient à rapporter les deux planètes au Soleil. 

Dans le premier cas, on aura 

F =4>o-f-mv*i, 
mxm^ 



où 



*o=T,~ 



TÔT' 






P. — I. 



II 
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Dans le second cas, on aura 

F = 4>o-+-/wt*i» 
où 

mv(/Wi-4- /Ht) 



*n=T,~ 



BD 



T, et Ta conservant la même signification. 

Dans un cas comme dans l'autre, on trouve que le mouvement 
de la grosse planète est conforme aux lois de Kepler; et que celui 
de la petite planète se fait conformément aux équations cano- 
niques (i3) ou (i3 bis) du Chapitre il qui s'écrivent 

^•^ -dr-"''dyr 'dr='-'''d7, (' = »'>.6), 

dans le premier cas, et 

dans le second cas. 

Dans le premier cas on a, à des infiniment j)etits près d'ordre 
supérieur, 



/«! = /«5= /«i = /«;, 



et Ton pose 

// = rn'iyi = ni^ju ( / = 4 , 5, G ). 

Dans le second cas, on a 

m\ = m'^ = /«j = nii 
et Ton pose 

ri = «1/^1 = '«i r/ (i = i, -h 3 ). 
On arrive ainsi aux équations (i4) du Chapitre II qui s'écrivent 

„ dxj^ _ d^ dy^i __ ^ d^ 

^ dt '^ dfi ' df "" dx'i ' 

et où l'on doit faire /= /j, 5, 6 dans Icpremier cas, et e = i , 2, \\ 
<lans le second cas. 

On remarquera que <I>| dépend non seulement des inconnues x^ 
ou y (^ou x^' el y")^ mais encore du temps, puisqu'il dépend des 
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coordonnées de la grosse planète qui sont des fonctions connues 
du temps. 

122. Cela posé, faisons comme au n" 78 et exprimons les x' et 
les y en fonctions des éléments canoniques 

p/, w/ (t = I, 2, 3, 4). 
Comme 

est une différentielle exacte, ce changement de variables sera cano- 
nique. 

Nous retrouverons ainsi les équations (4) du n® 78. Adoptons, 
pour fixer les idées, l'hypothèse du n® 33, de sorte que nii soit très 

petit et que 

F = <ï»o-h /?i|<ï»i. 

Le mouvement de la grosse planète étant képlerien, les éléments 
canoniques de cette grosse planète L2, p3, p*, Wj, CO4, X2 demeure- 
ront constants à l'exception du dernier Xj qui variera propor- 
tionnellement au temps. 

Quant aux éléments de la petite planète L|, pi, p2, <0|, (i>29 ^h? 
ils satisferont également aux équations (4) du n° 78; seulement, 
comme 4>o est indépendant de ces éléments, ces^ équations se 
réduiront à 

dLi d^i cCkx d^x 

d'^i d^x dttii d^x 

Ces équations (4) auraient d'ailleurs pu être obtenues en transfor- 
mant les équations (2). En effet, l'expression 

qui est l'expression (i) du n® 78 est une différentielle exacte. Nous 
avons donc fait un changement de. variables canoniques et, d'après 
le. n** 12, ce changement n'altère pas là forme canonique de nos 
équations, bien que 4>i dépende explicitement du temps. 
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Les équations (4) sont sous une forme qui pourrait quelquefois 
sembler gênante puisque les deux membres sont de l'ordre m^ et 
par conséquent infiniment petits. Nous poserons donc 

Li=miLl, pi=mtp'i (i = i,'2). 

De cette façon les U et les p' seront finis et nos équations devien- 
dront 

dt " d\i' dt " dU' 

dp'i ^ cW>| duii __ d^t 

dt "" rfw/' dt ~~ dp'i 

D*ailleurs les équations (5) auraient pu être déduites des équa- 
tions (3). Car 

^xdy — Xidhi^^iiidp 
2^xdy—lxdh\^2^tùidp\= — 

est une différentielle exacte, de sorte que l'on peut prendre pour 
variables L^, A|, p^-, «i sans que la forme canonique des équations 
soit altérée. 

On voit d'ailleurs que si Ton considère une planète fictive ayant 
même trajectoire que la planète A'' du n" 74 mais ayant pour masse, 
non plus m\ (c'est-à-dire m\ puisque /w, = m', à des infiniment 
petits près d'ordre supérieur), mais i, les coordonnées de celte 
planète sont x\^ x'.^^ x'^^ les composantes de sa quantité de mouve- 
ment y'^, y j,j^!i et ses éléments canoniques L',, ).|, p^, iùi, 

123. Nous avons, d'après le n° 33, 
Au n** 82, nous avons trouvé 

2L| 



Nous aurons donc 



où 



m, ~ 2 L'i» ' 

m; = -^ = ,«5, 



puisque w, = nix 
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Quant à 

Ua=îxFi 

nous avons vu au n° 40 la forme particulière qu'elle prend dans le 
cas qui nous occupe; mais, comme je Tai dit au n*' 41, les mêmes 
simplifîcations ne se produiraient pas si l'on adoptait l'hypothèse 
du n° 32. Nous ne nous en servirons d'ailleurs pas et nous nous 
bornerons à rappeler quelle est, d'après le Chapitre IV, la forme 
de la fonction perturbatrice [xF| et par conséquent celle de ^|. 
Nous aurons 

où A dépend seulement de L', et L2. 

Dans la formule (10) du n*' 83, j'ai remplacé p, et p2 par f^Up\ 
et mipj, j'ai divisé ensuite parmi, c'est ce qui explique la présence 
du facteur /w^*"^^»~*; de plus j'ai fait h = en vertu du théorème 
du n? 81 . 

Je rappelle de plus que 

en vertu du n" 87 et que 

'^qi^Pi (modi), 'xqi^\piV 

Nous supposons de plus que l'orbite de la grosse planète est 

circulaire, ce qui s'écrit 

pj=o, 

et que les inclinaisons sont nulles, ce qui s'écrit 

pj = P4 = o. 

Tous les termes du second membre de (6) sont donc nuls, sauf 
ceux pour lesquels on a 

qi-qi-q\ = o, 

et par conséquent 

Pi=Pi = Pk= o. 

Donc, en posant 
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il reste 



-^ = îi2Bp'j'/'cos(A-,Xi-4-XjX,-f-/>i(Oi), 
ou 

B ne dépend que de h\ et de L2 ; je puis même dire qu'il ne dépend 
que de L',, puisque L^ est une constante absolue qui est une des 
données de la question. 
On a d'ailleurs 

(8) Xi-4-A-, = /?,. 

Quant à X2 nous pouvons le regarder comme égal à /ij/, en prenant 
pour origine du temps l'instant où la longitude de la grosse pla- 
nète est nulle; d'autre part 722 est une constante absolue qui est 
une des données de la question. 
Posons alors 

M' 

Fi=2Bp','''cos(X-,À,-f-AjÀj-+-/>,u.,). 

Les équations du mouvement deviendront 

rfL; _ £P ca\ _ df 

. ^i " d\[ ' dF ~ dL\ ' 

•^^ ^ __dr dui\ _ dF' 

dt "" dw'i ' dt ~ dp\ ' 

Les équations ont donc encore la forme canonique; seulement 
cette fois, comme, en vertu de la relation (8), 

notre fonction F' ne dépend que des quatre Inconnues L', , p', , X',, 
(o'j et ne dépend plus explicitement dn temps. 

12-i. Intégrale de Jacobi. — Au n'^Si, nous avons vu que, dans 
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les cas des n®* 32 et 33, les intégrales des forces vives et des aires 
deviennent illusoires, et cela parce que la fonction 4>| dépend 
explicitement du temps. 

Ici notre fonction F' ne dépendant pas explicitement du temps, 
nos équations (9) admettent l'intégrale 

F'= const.; 
qui est connue sous le nom ai intégrale de Jacobi, 

12o. Remarque. — Il importe de faire une observation au sujet 
de F^. Nous avons 

rfp; _ m; _ 

dV, ~ L? '**' 

Il n'y a aucune relation linéaire à coefficients constants ni a 

fortiori à coefficients entiers, entre -pj et n^, puisque la première 

de ces quantité dépend de L, et que la seconde est une constante. 

11 n'y en a donc pas non plus entre les deux dérivées partielles 
de F;. 

On verra bientôt l'importance de cette remarque. 

126. Généralisation. — Soit plus généralement F une fonction 
de 2/1 variables 

'^lï I-î» • • • ï L,|, 

et envisageons les équations canoniques 
, , dU dV d\i dF ,. 

Je suDi 



où {JL est une constante très petite. Je suppose que Fo dépend seule- 
ment des L/ et de telle façon qu'il n*y ait aucune relation 

linéaire à coefficients entiers entre les dérii'ées partielles --tA- 



dU 

dt 
>se 


dV 
dki 


dh dF 
dt ~ dhi 

F = Fo-+-[xF„ 
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Quant à F| , c'est une fonction périodique des X/, développable 
suivant les cosinus et les sinus des multiples des X/, les coeffîcients 
du développement dépendant d'ailleurs des L. 

Les équations (9) rentrent comme un cas particulier dans les 
équations (10) en faisant jouer à F^ et F', le rôle de F© et F|, à L', 
et p', celui de L| et L2; à X', et to', celui de X| et X2. 

En effet F^ ne dépend que de L', et, p', et en vertu du n** 122, il 
n'y a entre ses dérivées partielles aucune relation linéaire à coeffi- 
cients entiers. 

D'autre part F', est une fonction périodique de X, et to'^. 

Observons maintenant que toutes les conclusions des Chapitres V 
et VI s'appliquent aux équations (10^). Dans ces Chapitres nous ne 
nous sommes occupés que du problème des trois corps, mais les 
résultats peuvent être immédiatement étendus, d'abord au cas 
d'un nombre quelconque de corps, et ensuite à des problèmes 
dynamiques beaucoup plus généraux. 

Quelles sont en effet les seules hypothèses qui aient joué un 
rôle dans nos démonstrations? 

1® C'est d'abord que F© ne dépend que des L. 

Les équations (10) satisfont à cette hypothèse. 

Nous ne nous sommes pas servis de la forme particulière de la 
fonction F© et par exemple j'ai toujours désigné les dérivées par- 
tielles du second ordre de F© par la notation C/a, sans faire inter- 
venir les simplifications qui résultent de ce fait que Ci2=:o 
(cf. n« 106). 

2** C'est ensuite que le rapport — est incommensurable. Dans le 

cas où il y a plus de deux variables L, cette condition doit être 
remplacée par la suivante, qu'il n'y a entre les ni (c'est-à-dire 
entre les valeurs des dérivées partielles de Fq pour L|= L" aucune 
relation linéaire à coefficients entiers. 

Or nous avons supposé plus haut qu'il n'y avait, dans le cas des 
équations (10), aucune relation linéaire à coefficients entiers entre 
les dérivées partielles de F© qui soit identiquement satisfaite. 
Nous pouvons donc toujours supposer qu'on ait choisi les LJ de 
telle sorte qu'il n'y ait entre les /î< aucune relation de cette forme 

3° C'est ensuite que F| est périodique par rapport aux X/. 

Cette condition est encore remplie pour les équations (10). 
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4" C'est enfin que F, est développable suivant les puissances 
(les $ et des yj. 

Dans le cas des équations (lo), la fonction Fi ne dépend 
d'aucune variable analogue aux ^ et aux r^, La condition peut donc 
être considérée comme remplie; seulement le développement de F| 
suivant les puissances des $ et des y^ se réduit à un seul terme, le 
terme de degré zéro. 

Toutes nos conditions étant remplies, tous les résultats des 
Chapitres V et VI s'appliquent aux équations (lo). 

127. Nous pouvons donc satisfaire aux équations (lo) en posant 
(11) L,- = L? -4- oL/, X,= /i//-t-X?-i- oX/, 

où L® et Xy sont des constantes qui représentent les valeurs initiales 
de L| et X/; où n/ est également une constante égale à la valeur 

de^p pour L<=:Ly; où enfin 5L/ et SX/ sont développables sous 

la forme 

y [x«A/'" cos(v/ ■+■ h). 

A et h sont des constantes dépendant seulement des L" et des X" ; 
et l'on a 

les kt étant des entiers. 

J'ajoute que les SL et les 8X contiennent [x en facteur et d'autre 
part s'annulent pour / = o. 

C'est la formule (6) du n** 102. Seulement le monôme SïLq a 
disparu, parce que nous n'avons pas de variables analogues aux Ç 
et aux 7|. 

Mais il y a plus : nous pouvons former des développements 
dépendant de /i -j- i variables 

T, Wu W,, ..., iV„, 

en remplaçant dans le développement de 8L/ et de 5X/ la lettre t par t 

quand elle est en dehors du signe cos et v^ par ^Â/iV/ sous le 

signe COS. D'autre part dans le premier terme du second membre 
de la seconde équation (i i), nous remplacerons nit par iv/. 
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SI donc nous avons 

(iLi = V {x* A t"* cos( V / -f- A), 

ifki=z V ix^A'^'" cos(v/ -4- A'), 



nos nouveaux développements s'écriront 

( L/ = L? -+-2 [^* ^ ^"* <^os ^]^ A/ IV, -4- a) , 
I À,- = «•/ -4- X? -i- V .u« A' T'" cos ( V Ai Wi H- A' j . 

Si, dans ces nouveaux développements, nous faisons 

nous retombons sur les développements (11) et par conséquent 
nous satisfaisons aux équations (10). 

Mais le Chapitre VI nous a appris que si, dans ces développe- 
ments (12), nous faisons 

nous satisferons encore aux équations (10) quelles que soient les 
valeurs attribuées aux n -f- i constantes arbitraires c et s/. 

128. Toutes les autres conclusions du Chapitre V subsistent; 
par exemple nous n'aurons pas de terme de rang négatif; nous 
n'avons pas de terme séculaire mixte de rang nul; nous n'avons 
pas de terme de rang nul dans le développement des L/. 

En deuxième approximation, c'est-à-dire si nous négligeons [jl^, 
il n'y aura pas de terme séculaire dans les L/; c'est là la générali- 
sation du théorème sur Tinvariabilité des grands axes. Nous remar- 
querons qu'ici il s'applique à n variables sur 2/1 tandis que dans 
le problème des trois corps il ne s'appliquait qu'à 2 variables 
sur 12. 

Cela tient à ce que, dans les équations (10), la fonction F© dépend 
des n variables L (et qu'elles y figurent pour ainsi dire indépen- 
damment puisqu'il nV a pas de relation linéaire entre les dérivées 
de Fq). Au contraire, dans le problème des trois corps, cette fonc- 
tion Fo ne dépendait que de 2 variables sur ip.. 
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129. Nous allons maintenant transformer notre méthode; nous 
allons nous efforcer de la modifier de façon à nous débar- 
rasser des termes séculaires. 

Pour cela nous allons nous servir du théorème du n** 16. La 
formule (24) de ^^ numéro s'écrit 

^^xdy ^dH-r-^^kk doLk— dt , 

dont je rappelle la signification. 

La fonction û est définie par l'équation 

Les oLff sont les constantes d'intégration et les Aa sont des fonc- 
tions de ces constantes. 

La formule en question s'appliquait aux équations (i) du Cha- 
pitre I, mais on peut passer de ces équations à nos équations (10) 
en changeant 

en 

L, X, —F. 

La formule devient alors 
(i3) V L ûfX = €/Q -h V kk d%k^ F di, 



avec 



du %n , dF 



Nous allons substituer à la place des L et des X leurs développe- 
ments (12); il est clair qu'après cette substitution 

sera encore développable sous la même forme; c'est-à-dire suivant 
les puissances de t et suivant les sinus et les cosinus des multiples 
(les (V. 
Nous déterminerons ensuite Û par l'équation 

, r^ €lQ du \r^ du y^ , dF ^ 
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Celte équation est de la même forme que Téquation (i3) du Cha- 
pitre précédent; nous la traiterons de la même manière, et elle 
nous donnera pour û une valeur développable suivant les puissances 
de T et suivant les sinus et les cosinus des multiples des w. Cette 
équation (i5) ne défmit pas entièrement û, mais nous pouvons dans 
la formule (i3) prendre pour Û l'une quelconque des solutions de 
l'équation (i5). Nous choisirons celle qui est développable suivant 
les puissances de t et les lignes trigonométriques des iv. 

Nous savons que nous satisfaisons aux équations (lo) en faisant 

Nous aurions ainsi 3/2 -f- 1 constantes d'intégration, à savoir les LJ, 
les ).?, les s/ et c. Ces constantes ne sont pas distinctes et il nous 
suffit d'en conserver 2n ; nous pouvons donc annuler n -+- i d'entre 
elles. Nous ferons 

X? = c = o. 



Dans ces conditions 



I>, X, 12 



seront des fonctions de t, des Wi et des L". Ainsi que nous l'avons 
vu, la fonction û, de même que les L/ et les X,- — iv/, est dévelop- 
pable suivant les puissances de t et les lignes trigonométriques 
des iv. 



L'expression 



2 



hdk — dil 



sera donc de la forme 

H rfT + 2 W, diVi -r- 2 Ci dVi , 

où H, W/ et C| seront des fonctions des L", des w et de t dévelop- 
pables suivant les puissances de t et les sinus et les cosinus des 
multiples des iv. 
Si nous faisons 

d'où 

d-z = dt, 
dwi = n,dt -h dti -H t dn,j 

L et X devront satisfaire aux équations (lo) et par conséquent à la 
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relation (i3). Or on trouve 

\Ldk—da = (ll -4-2 W//i/)rf^ -4-2 W| rf£/4-2 C? ^?, 
où l'on a 

puisque, les n/s ne dépendant que des L^, on a 

Nos constantes d'intégration, qui jouent le rôle des aA de la for- 
mule (i3), sont ici les L" et les e,-. 

Donc, d'après le théorème du n" 16, les W,- et les CJ, c'est-à-dire 
les coefficients des dti et des rfL" qui jouent le rôle des ^/a^, seront 
des constantes indépendantes du temps et dépendront seulement 
des constantes d'intégration. De plus 

H-i-V W//i/ = F 

sera aussi indépendant du temps en vertu de l'équation des forces 
A'ives. 

Or les W| sont développables suivant les puissances de [x et de t 
et suivant les cosinus et sinus des multiples des w; ils sont donc 
de la forme de la fonction 

â laquelle s'appliquait le dernier lemme du n® 107. Or pour 
notre fonction 

doit se réduire à une constante /q indépendante du temps, cl ne 

dépendre que des constantes d'intégration e,- et LJ; ou mieux 

encore elle ne dépendra que des L?, puisque nous avons fait 

\v/f= nkt^ ce qui veut dire que nous avons supposé eA= o. 

On aura donc 

/(il, ^/iaO— /o = o, 

/o Jie dépendant que des L". 
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Donc, en vertu du lemme du n** 107, nous devons avoir pour 
toutes les valeurs de t et des iv 

C'est-à-dire que W/ ne dépend que des L". 

Envisageons maintenant les coefficients C/ et les expressions 









G/-f-- 


:2w* 


d/ik 


(|uand 


on Y fera 
















x = /, 


«'/ = 


= fiit, 


cette expression se 


rédi 


Liira à 












Ci -h i 


r^W* 


diik 
dU' 



c'est-à-dire à G" et ne dépendra, comme nous Tavons vu, que 
des L"; en appliquant le même raisonnement, on verrait que Ton 
a pour toutes les valeurs de t et des \v 



Ci 



r dnk 



.2w.If-cî 



et que C" ne dépend que des LJJ. 

11 en est de même de F qui est également indépendant du temps, 
Reprenons donc l'identité 

(i6) y L rfX — rfii = H t/T -f- y W/ dwi-\-^ Ci dV], 



et faisons-v 



pour T = iiv= o on aura 



et par conséquent 



-: = Wi=o, 



i^i — A| , 



^t= O, 



puisque nous avons supposé les a" nuls; Q se réduira à Hq et G, se 
changera en G^ (quantité qui, nous l'avons vu, ne dépend que 
des LJ); on aura d'ailleurs 

ch = dw =i dX = o. 
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\olre idenUté tlevîeiidra doue 

(iG bis) — dilo = 2 C? dLl 

En retranchant (i6) et (i6 ii^) il vient 

et si Fou suppose t = o, d'où d'z == o, 

117) y L rf). — V w dKv = ^(U - Uo ). 

Reprenons les développements (12) et faisons-y comme plus 
lia ut )x^ = o, et de plus faisons-y t = o. 

Ils pourront alors être regardés comme déRnissant les a/i quan- 
tités L/ et A| en fonction des 2/1 variables L" et u*,-. 

D'autre part les /* quantités W / sont, comme nous venons de le 
\oir, des fonctions des /i quantités L®, et inversement; remplaçons 
les L® par leurs valeurs en fonction des W/. Les développe- 
jiients (12) où Con fait )w"=: t = o peuvent donc être regardés 
^onime définissant les L et les \ en fonction des W et des cv. 

Nous pouvons donc prendre les W et les iv pour nouvelles 
Tariables; la relation (1^) nous apprend que le changement de 
variables est canonique. Il n'altère donc pas la forme canonique 
clos équations (10) qui deviennent 

^ - di - div' dt ~ dW' 

<Jr nous venons de voir que F ne dépend que des L". Si nous 
remplaçons les L^ par leurs valeurs en fonction des W/, F ne 
tlépendra que des W< et sera indépendant des iv. 

On aura donc -z- = o, et par conséquent 

W = const. 

//F 

11 en résulte que F et ses dérivées -j^ qui ne dépendent que des W 

seront aussi des constantes. 

Soit alors 

dV 



dWi 



= W/= coasl., 
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il viendra 

dwt 

ou 

Wi étant une nouvelle constante d'intégration. 

Les L®, qui ne dépendent que des W, seront également des con- 
stantes. 

Nous satisferons donc à nos équations en faisant dans les déve- 
loppements (12) 

XJ = o, T = o, Lj = const. 1*7 = /i/ / -h iV|. 

Les n\ sont des constantes qui dépendent des L^, mais qui sont 
différentes des ni. 

Le point intéressant c'est que, comme nous avons fait t = o, 
tous les termes séculaires ont disparu. 

L'analyse qui précède démontre les théorèmes que nous avons 
établis par une autre voie dans les Méthodes nouvelles de la 
Mécanique céleste, t. II, n*** 12o et 158, et aussi dans le Bulletin 
astronomique, t. XIV, p. 242, problème B. 

130. Le lemme du n** 107 est applicable à la fonction 

à une condition. Cette fonction peut contenir un nombre infini de 
termes, mais le coefficient de [x« n'en doit contenir qu'un nombre 
fini. 

Cette condition est-elle remplie dans le cas qui nous occupe? 

Elle l'est si l'on ne prend dans F qu'un nombre fini de termes. 
Nous avons en effet les équations 

jîL, l'j("ff<". 

analogues aux équations (9) du Chapitre V, n** 106; les lettres 4> 
et C,A ont la même signification que dans ce n® 106; iJ ne faut 
donc pas confondre les C/a avec les C/ du n** 129 avec lesquels ils 
n'ont aucun rapport. 



LE PROBLEME BESTREINT. 1/7 

Je suppose que l'on ait démontré qu'en /î'*"® approximation, 
c'est-à-dire en négligeant les termes en jx" et les termes d'ordre 
supérieur, nos oL| et nos oA; se réduisent à un nombre fini de 
termes ; je dis que cela sera encore vrai en {n 4- 1)'*™® approximation. 

Pour avoir les valeurs de (/i H- i)**"" approximation, nous devons 
dans les seconds membres des équations (19) substituer à la place 
des oL/ et des oki leurs valeurs de n**™" approximation. Nous 

savons que -^ peut se développer suivant les puissances des 5L et 

des SX sous la forme 

(20) ^BOIL', 

DIL' étant un monôme entier par rapport aux ôL et aux SX. Nous 
pouvons arrêter le développement aux termes de degré n exclu- 
sivement par rapport aux 5L et SX. En effet, comme SX et SX con- 
tiennent [X en facteur, ces termes sont de l'ordre de [x". Nous avons 
donc le droit de les supprimer. 

Notre développement (20) se composera donc d'un nombre fini 
de termes; quant au coefficient B, c'est, à un facteur numérique 
près, l'une des dérivées partielles d'ordre supérieur de Fi, où l'on 
a substitué aux inconnues leurs valeurs de première approximation, 
et, comme nous ne prenons dans F| qu'un nombre fini de termes, 
B n'en contiendra non plus qu'un nombre fini. On raisonnerait de 

même pour 

d¥x d^ dFi 

d^k dl^i d\ii 

Les seconds membres des équations (19) ne contiennent donc 
qu'un nombre fini de termes; il en est donc de même des 5L et 
des SX. c. Q. F. D. 

On voit en même temps que les dérivées partielles de F satisfont 
à la même condition. 
Donc 

=/2 



12= / > L^rfi — Fi 



j satisfait également et il en est de même de 

^là dwi dwi 

P. - l. 13 
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el de 

Toutes ces quantités ne contiendront dans leur développement 
(|u'un nombre fini de termes, si l'on néglige tous les termes qui 
contiennent jx" en facteur, et cela quelque grand que soit Fexpo- 
sant entier n. 

Celte circonstance nous permet d'appliquer le lemmc du n" 107. 

131. Les quantités W/ et n^ peuvent être développées suivant 
les puissances de jjl. Cela est évident pour 

puisque L, X et 12 sont développables suivant les puissances de |jl. 

En effet, il en est ainsi des L et des )», il en est ainsi de F et de -jr 

(jui sont des fonctions des L et des A, où roii peut substituer à la 
place de ces quantités leurs développements suivant les puissances 
de [JL ; il en est ainsi enfin de 



-/(S'-S -'••)- 



Il est aisé de voir quel est le premier terme du dé>eloppement. 
Si nous supposons en effet jjl = o, on trouve 



d' ^ 



ou 



et, d'autre part, 



el 



[l'oii 



el 



*-A= l'A, '^A = "7, 






li = (2'uU-Fo)-, 



do. _ 
dn'i 



W,= L,». 
Le premier terme du dcveloppeinenl esl donc L". 
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Nous avons dit que F est une constante qui ne dépend que 
des LJ; que les L" étant fonctions des W,, et réciproquement, 
nous pouvons aussi regarder F comme une fonction des W/; nous 
aurons alors entre les dérivées partielles par rapport aux W et les 
dérivées partielles par rapport aux LJ la relation suivante : 

dF v^ dF d\\i 






ou, en se rappelant la définition de n^-, 

, cfW/ _ dF 

' dLl "" dL 



2» 





k 



Nous avons ainsi des équations linéaires qui nous donneront les 
constantes w^. en fonctions des L^ et de [x. Gomme F et W/ et par 

conséquent — ^ et —-^ sont développables suivant les puissances 
dLij^. d\jf^ 

de [JL, comme d'autre part le déterminant de nos équations linéaires 
se réduit à i pour [x = o (c'est-à-dire pour W|=: L"), les n\ seront 
également développables suivant les puissances de [x. 

Il est aisé de trouver le premier terme du développement. En 
eifet, pour [jl= o, on a 

et nos équations linéaires se réduisent à 

Lie premier terme du développement de n'^ est donc /i/. 

132. Comparaison des déTeloppements. — Reprenons nos déve- 
loppements (12), en y faisant comme plus haut )."= o : 

L,=: Lj-i- V [x«A x'«cos( V A:w-i- Aj, 

Nous avons vu que l'on obtient une solution particulière des 
éqnations (lo) en j faisant 
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et que l'on en obtient une autre en y faisant 

Ces deux solutions particulières doivent être identiques, car, dans 
Tune comme dans Tautre, les valeurs initiales des inconnues Li 
et Xi sont L® et o pour / = o. 

Si donc nous développons ces deux solutions suivant les puis- 
sances de [X, les deux développements devront être identiques. 

Pour la première nous trouvons 

L/= LJ -h V ix*A ^'«cos(v/-i-/i), 



où 



Le développement est terminé, car les m et par conséquent v 
ne dépendent pas de [x. 

Pour la seconde nous trouvons 

L/= L; -hVHt*^ cos(v'/-+-/i), 

li^n'it -hV Ix«A'cos(v'/ -f- A'), 
où 

et en ne conservant que les termes où Texposant m est nul. Mais 
le développement n'est pas terminé, car les n'- et v' dépendent 
encore de [x. 
Soient donc 

les développements de n'^ et de v' suivant les puissances de [x; il 
faut remplacer n'^ et v' par ces développements et développer 
cos(v'^-|- /i) suivant les puissances de jx. On trouve ainsi; en 
développant d'abord suivant les puissances de v' — v. 



LE PROBLÈME RESTREINT. l8l 

Ensuite (v' — v)*" peut se développer suivant les puissances de [x, 
de telle sorte que 

les Hp étant des constantes dépendant des v^*^ et par conséquent 
des L?. Il en résulte 

cos(v'^-H A) = 2 fjL?Hpf"«cos(vf -hA-h ^] 
et par conséquent 



(22) 



X/= n// -H y fx«nf^^ 4- y fji«+P A'Hp^'" cos(vf -h A'-h ^) 



Les deux développements (21) et (22) doivent être iden- 
tiques. 

Cherchons d'abord les termes séculaires purs. Ce sont ceux 
pour lesquels v = o, m > o ; or v ne peut être nul que si 

A| = A J = . , . ^ A/i = O, 

puisque nous supposons qu'il n'y a pas entre les ni de relation 
linéaire à coefficients entiers. 
Mais alors on a aussi 

v'= o, v' — V = o, 

et le développement de cos(v'^4-/t) se réduira à un seul terme 
qui sera constant et qui ne contiendra pas t en facteur. 

Ainsi dans les développements (21) ou (22) des L/, il rCy a 
pas de terme séculaire pur. 

Dans les développements des X,-, les termes en cos(v'/ -i- A') ne 
peuvent non plus en donner. Tous les termes séculaires purs pro- 
viennent du développement de n[t^ ce sont les termes 

fJL* w'*' t. 

Donc dans les développements (21) ou (22) des X,-, // n^y a 
pas d'autre terme séculaire pur que des termes en t. 
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Comparons maintenant dans les développements (21) et (22) 
l'ensemble des termes 

(23) V fjL*A/'»cos(v^ -4- h) 

et 

(•24) V Jl«-»-PAHp^'»C08(vf-+-/l -H ^—\y 

qui correspondent à une même valeur du coefficient v. Ces deux 
ensembles de termes doivent être identiques. 

J'écrirai alors l'ensemble des termes (23) sous la forme 

(23 bis) ^ B/it t"^ cos y ^ -i- ^ Cm <^ sin V /, 



ou 



B,„ = 2 fjL* A cos^, C,;, = — 2 ^*^ **"^'' 

ces dernières sommations étant étendues à tous ceux des termes (23) 
qui correspondent à des valeurs données du coefficient v et de 
l'entier m. 

De même j'écrirai l'ensemble des termes (24) sous la forme 

(24 bis) V D,„^'»cosv/-4- V E,„/'«sinv/, 



ou 



'm 



Em = 



ces dernières sommations étant étendues à tous ceux des termes (24) 
qui correspondent à des valeurs données du coefficient v et de 
l'entier m. 

Les deux développements devant être identiques, on aura 

Or les développements (24) ou (24 bis) proviennent du déve- 
loppement des termes en cosv'/ et sinv'/ suivant les puissances 
de v' — V et par conséquent de [x. 
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Ces termes sont 

Do cosv'/-+- Eo sinv'/ = BqCosv'^ ■+- Gq sinv7. 

Ainsi r ensemble (les termes périodiques ou séculaires mixtes 
du développement (21), qui contiennent en facteur cosv/ ou sinv£, 
c'est-à-dire Tensemble des termes (2.3), peut être sommé facile- 
ment; il a pour somme 

Bo cosv' / -h Co sinv'/. 
Nous voyons de plus que : 

Si dans le développement auquel nous conduit l'application 
directe de la méthode de Lagrange, c'est-à-dire dans le déve- 
loppement (21), nous connaissons les termes périodiques et les 
termes séculaires purs, nous en pourrons déduire immédiate- 
ment les termes séculaires mixtes. 

En effet, l'ensemble des termes périodiques s'écrit 

^ Bq cosv / -4- ^ Go sin v /. 

Nous n'avons pas d'autre terme séculaire pur que le terme n'^t 
dans le développement de X/. 

Les termes séculaires mixtes proviennent du développement de 

\^ BoCosv'/-h\^ Cosiiiv'/. 

Or, connaissant les termes périodiques, nous connaissons B© et Co ; 
connaissant les termes séculaires purs, nous connaissons les n'^ et 
par conséquent v'. 

On arrive donc ainsi à démontrer certaines propriétés des déve- 
loppements (21), c'est-à-dire des développements obtenus par la 
méthode de Lagrange; ces propriétés sont beaucoup plus simples 
que dans le cas général du problème des trois corps. La raison de 
cette simplicité relative est aisée à trouver; elle tient avant tout à 
l'absence de variables analogues à ç et à yj, de telle sorte que F© 
dépend effectivement de n variables sur 2/1. 

133. Oénéralisation. — On aurait pu varier la méthode de 
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diverses manières; d'abord, au Heu de faire aJ = o, on aurait pu 
attribuer aux X? des valeurs quelconques, mais que Von aurait 
regardées comme données une fois pour toutes. 

Le raisonnement se serait poursuivi sans changement; par 
exemple, quand on aurait fait T = (r|=so, on aurait trouvé )./=X* 
et Ton aurait encore eu dz =• dw = d)y= o. 

Si donc nous prenons les développements (12) et que, sans y 
faire X" = o, nous y fassions 

nous satisferons encore aux équations (10). La solution ainsi 
trouvée contient 3/i constantes arbitraires, les L®, les ).f et les wi 
qui bien entendu ne peuvent pas être distinctes. 

Dans les développements (12), les quantités A, /i, A', A' dé- 
pendent des L® et des X", mais il est clair que 

AcosA, AsînA, A'cosA', A'sin/i', 
sont des fonctions périodiques des A®. Nous aurons donc 

IL/ = L? ^ y ^« B T'n cos (y ki XV i 4- y a; X? 4- Ao) , 

Dans ces développements (23) analogues aux développements 
(16 bis) du Chapitre précédent, les Â' sont des entiers, B, /lo, B' 
et h^ dépendent seulement des L". 

Il n'y a aucune raison pour que Âv=: Â*^-. 

D'après la façon dont les développements (26) ont été formés, 
L/ et \i se réduisent à L® et X® pour t = (v^=: o. Ces développe- 
ments ne sont donc autre chose que ceux que nous avons obtenus 
au n*» 109. 

On satisfera aux équations (10), soit en y faisant 

T = f -H C, Wi z= mt -h £/, 

soit en y faisant 

T =î o, «'/= /lit ■+- nj/. 

Au lieu d'adopter comme constantes arbitraires les valeurs 
initiales L® et X? de nos variables, nous aurions pu prendre 
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d'autres constantes arbitraires; nous aurions ainsi donné à nos 
développements une autre forme. 

Il aurait suffi de remplacer dans les équations (23) les constantes 
anciennes L® et à* par des fonctions de 2/1 constantes nouvelles 
lj£ et A.* • 

Soit donc 

les ç/ et les ^i étant des fonctions de [jl, des L,- et des X^- que je puis 
choisir d'une façon tout à fait arbitraire. Je m'imposerai les con- 
ditions suivantes : 

1** Les fonctions ©,• et ^i devront être développables suivant les 
puissances de [x; 

2** Pour [X = o, on devra avoir 

Li^ — ^i » A| — A, , 

3** Les L" et les différences X" — 1} devront être des fonctions 
périodiques des Xj . 

Dans les développements (25), substituons à la place des con- 
stantes anciennes L* et X* leurs valeurs (26); nous obtiendrons 
ainsi de nouveaux développements que j'appelle les développe- 
ments (27). 

Quelle en est la forme? 

I® Pour [X = o, ils se réduisent à 

(27) L/=:l;, X/=w/-hXi. 

2** Les différences L/ — L^-, X/ — w, — Xj sont développables 
suivant les puissances de [x et de t; elles sont des fonctions pério- 
diques des iVft et des Xy[. 

En d'autres termes, les développements (27) seront tout à fait 
de même forme que les développements (25); avec cette différence 
que les h} et les XJ y joueront le même rôle que les L* et les X® 
dans les équations (25). 

Seulement, pour t = (v = o, L,- et X,- ne se réduiront pas à L* 
et X î . 

On aura encore une solution des équations (10) en faisant dans 
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les développements (27) soit 
soit 

car les développements (27) ne diflerent pas en réalité des déve- 
loppements (23), ils n'en diffèrent que par la substitution aux 
constantes L® et X^ de leurs valeurs (26). 

Parmi tous ces développements (27), il y en a un qui mérite 
d'attirer notre attention, c'est celui qui est tel que /i/== w/, mais 
nous nous arrêterons surtout sur celui que l'on formerait par le 
procédé du n° 113. Les L,* et les \\ représentent alors ce qu'au 
Chapitre précédent nous appelions les valeurs moyennes des L/ 
et des \i. 

J'ai expliqué assez longuement ce procédé pour n'avoir pas à y 
revenir; il y aura cependant une divergence. 

Nous n'avons rien ici d'analogue aux quantités p/, coi, p^, co® 
du n* 112, puisque dans les équations (10) ne figure aucune va- 
riable analogue aux S et aux yj. De là une petite simplification. 

On obtiendra ainsi des développements 



(28) 






où B, /fo, B', Ii'q dépendent seulement des L^-. 

Tous les résultats des Chapitres VI et VII s'appliquent aux 
développements (28), on en déduira donc une solution des équa- 
tions (10) soit en y faisant t = / -|- c, iTv=: /i|/ -|- s/, soit en y 
faisant t = o, «»/=: n'^ t -j- ro/. 

Ce qui distingue le développement (28) des autres développe- 
ments (27), c'est que, ainsi que nous l'avons vu au n** 116, le 
coefficient ki de wi est toujours égal au coefficient de \\. Il résulte 
de là que les constantes \\ et e/ (si l'on fait t= /, Wi=nit -+- £|) 
ne figureront jamais que par la combinaison £/-|-ÀJ. De même, si 
l'on fait T = o, «7= n'^t-\- tu/, les constantes 'kj et tsî ne figureront 
jiimais que par la combinaison mi-\- Xj. 

Entre les constantes des développements (25), qui sont les L" 
et les X® et celles des développements (28), qui sont les Lj et les A*, 
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îl y a certaines relations, ce sont les relations (26). Comment les 
former? Je n'ai qu'à prendre les équations (28) et à y remplacer 
L/, X/ iv et T par L", X", o et o. Les équations que nous obtien- 
drons ainsi ne seront pas autre chose que les relations (20) 
du n** H3; supposons d'autre part que dans les équations (28) 
on fasse 

T = /, iV/= 71//, 

on obtiendra certains développements qui satisferont aux équa- 
tions (10); comment aurait-on pu y parvenir directement? Il est 
aisé de s'en rendre compte. Supposons qu'on veuille intégrer les 
équations (10) par approximations successives, on prendra en pre- 
mière approximation 

L/ = L} , X/ = Wi 4- X J . 

Il reste à voir comment on peut calculer les valeurs de /i'*"* ap- 
proximation, connaissant celles de (n — i)'*"®. On prend d'abord 

Dans le second membre on substitue les valeurs de {n — iy*"« ap- 
proximation ; ce second membre prend la forme 

V B^"« cos(v^-h/i), 

et il reste à intégrer par rapport à t pour avoir les valeurs de 
^ièra« approximation des L/. 

Nous avons vu au n** 99 que l'intégrale indéfinie 



I 



Bt»^cos{^t-hh)dt 



contient un terme en ^'"cos(v/-i-A), un terme en /"'"* sin(v^-i-/i), 



cos 



un terme en /'"~2cos(v^ -{- A), ..., un terme en t . (v/-hA)et 



sin 



sin 



enfin un terme en (v/-4-/i). 



COS 



Il faut ajouter à cette intégrale indéfinie une constante arbitraire. 
Nous avons jusqu'ici choisi cette constante de telle façon que oL, 
s'annule pour ^ =: o, c'est-ù-dire que nous avons pris 
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C'est ainsi que nous avons obtenu les développements (12) et (25). 

Pour obtenir les développements (28) nous n'opérerons pas de 
même, nous prendrons la constante arbitraire égale à zéro. 

Pour avoir ensuite les valeurs de /i**"* approximation de X/, on 
se servira de l'équation 

Dans le second membre on doit remplacer les \i par leurs va- 
leurs de (/i — iy*mo approximation que l'on vient de trouver. 
L'équation (3o) est de même forme que l'équation (29) et se 
traiterait de la même manière. 

Les développements que l'on obtiendra de la sorte sont bien 
les développements (28), car l'analyse qui précède est, dans le 
fond, identique à celle du n° 114. 

134. Cas particulier du problème restreint. — Ce que nous avons 
dit jusqu'ici s'applique au cas général des équations (10), ce que 
nous allons dire maintenant s'applique seulement au problème 
restreint que nous avions d'abord en vue. 

Nous avons vu au n** 126 que l'on passe des équations (9) du 
problème restreint aux équations (10) en faisant 

Tous les résultats déjà trouvés s'appliquent donc au problème 
restreint, mais il y a quelque chose de plus. La fonction F est 
développable suivant les puissances de 

/api cosw'i = /2L|CosXj, /api sin(i)i = /aL| sinX^, 

quantités que nous appellerons pour abréger Ç et tj. Les coefficients 
du développement dépendront d'ailleurs de L| et de X|. 
L'expression 

S cfTj — pi dtù\ = 5 é/r, — Lj rf).,, 

étant une différentielle exacte, nos équations (10) resteront cano- 
niques quand on prendra pour variables L,, X,, Ç, rj et s'écriront 

(3i) 



dU dF 


dki dF 


d^ dF 


dxi dV 


dt d\i^ 


dt " dU * 


dt" dri" 


dt "" d\ 



LE PROBLÊME RESTREINT. 189 

Les seconds membres des équations (3i) sont développables 
suivant les puissances des Ç et des yj; voilà ce qu'il y a de nouveau. 
Si nous posons comme dans le Chapitre précédent 



d d 



di dwi dwf 

et que nous cherchions les développements de nos inconnues L|, 
A|, Ç, 71 en fonctions de t et des iv sous la forme (aS), (27) ou (28), 
nous verrons que ces développements satisfont aux équations 

si nous rappelons que F© = F^ est égal à 

nous voyons que nos équations s'écrivent 

Aï ^^t ,. m; dFt 

/ AÇ-h/i,Yi=— lA-^, Ati-/Ij5 = |x-^. 

Il reste à faire le choix des constantes d'intégration ; je ne choi- 
sirai pas les valeurs initiales des inconnues, comme dans les déve- 
loppements (25), ni leurs valeurs moyennes comme dans les 
développements (28); je prendrai : 

I® La valeur moyenne de Lu (pour t = o, bien entendu) que 
j'appellerai L]; 

2® La valeur moyenne de Xj que je supposerai nulle ; 
3® La valeur moyenne de 

ïjue j'appellerai E, à cause de son analogie avec l'excentricité ; 
4® La valeur moyenne de 

^sinit'] — 7j costal 
que je supposerai nulle. 
Je vais alors montrer que nos inconnues seront développables 
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suivant les puissances de 

Ecostf^'2, £sin(i^2* 
On a en première approximation 

et la condition est donc remplie en première approximation. 

Je dis que si elle est remplie en (/i — ly*»» approximation, elle 
le sera en /?'*"*". Considérons d'abord la première équation (33), 
le second membre est de la forme 

Les B sont à un facteur numérique près des dérivées de F où 
il faut substituer aux inconnues leurs valeurs de première approxi- 
mation; ils sont donc développables suivant les puissances de 
Ecos«^2 et Esinw'2. Les OXU sont des monômes entiers par rapport 
à oL|, oX|, 0^, 07^ auxquels il faut substituer leurs valeurs de 
{n — iy*™o approximation. Ces valeurs par hypothèse sont déve- 
loppables suivant les puissances de Ecos^^ et Esin^v^. Notre 
second membre est donc développable de la même façon. 

Notre équation est donc de la forme (i3) du Chapitre VI; nous 
avons vu, aux n°* 109 et 114-, comment peut s'intégrer une équation 
de cette forme; nous avons indiqué deux manières de le faire, soit 

en prenant 

p sin(A:, t^'i-t- XjtvjH- A) — sin// 
LiQ — U -i 1 > 

A-i/li-f- Aj/lj 

soit en prenant 

^ -^ sin(A-, tv, -h At w,-i- /i) 

Lio= tJ i î 

A;i/ii-HA:,/i2 

{cf. n° 114-). Ici il faut employer le second procédé et ajouter 
ensuite la constante L], puisque nous voulons que la valeur 
moyenne de L| se réduise à LJ. On voit aisément qu'en opérant 
de cette façon L| reste développable suivant les puissances de 
Ecoswa et E sinn'a. Il pourrait n'en être pas de même si l'on avait 
opéré de la première manière, car il pourrait s'introduire des 

termes en E, E', E^, 

Passons à la deuxième équation (33); il faut dans le second 



> » 
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membre substituer à la place de L| sa valeur de /i'*""® approxima- 
tion et à la place des autres inconnues leurs valeurs de (/? — i^*™» 
approximation. Cette équation prend alors la même forme que la 
précédente et se traiterait de la même façon. 

Prenons enfin les deux dernières équations (33); dans les 
seconds membres, substituons aux inconnues leurs valeurs de 
(n — iy*™o approximation; on verrait comme plus haut que ces 
seconds membres sont développables suivant les puissances de 
Ecosw'i et Esina'a, de sorte que nos équations prennent la forme 

f Ayi — w,Ç = V |iaE7A'T'«cos(/:iJVi-+-X:îW',-+- A'), 

où A, A', A, h' dépendent seulement de LJ et où q est un entier de 
même parité que A'2 et au moins égal à | A*2 |. 

Comment peul-on intégrer ces équations? Nous commencerons 
par mettre à part, dans les seconds membres, les termes où A"j = o, 
/r2 = =ti, et conservant seulement l'ensemble des autres, nous 
écrirons les équations (34) sous la forme suivante 

1 A^ -+- /ijTi = ^ B T/' cos© -+- ^ C 'P sincp h- ^ b t"* cosç -+- ^ c t'« sino, 

I Atq -- /ijj = 7 B't/'coso -f- \] G'-î/'sino-f-^^ô'x"» cosç -h^ c'x'« sin». 

Ici j'ai écrit o pour Ai iV| + A'jtVo; j'ai désigné par/? la plus 
grande des valeurs de l'exposant m. Les coefficients B et C sont 

les sommes ^[jl*Acos/*, ^[x°^AsinA, étendues aux termes en 

eoso ou sinco où l'exposant de t est égal à/?; les coefficients b et c 
îNont les sommes analogues étendues aux termes où l'exposant de t 
est égal k m<^p. T)e même pour B', C, b' c'. 
Je poserai alors 

<JÙ 

V B'/i, — Cv „ , yiBv-4-G'w, „ . 

2-.Bn,-C'v „ \iB'v — Cn, „ . 
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OÙ 

V = kl ni •+• kfrif. 
Nos équations (35) deviennent alors 

Ces équations (36) sont de même forme que les équations (35), 
seulement l'exposant maximum de t n'est plus que p — 1 au lieu 
de p; de sorte qu'en continuant de proche en proche le même 
procédé on finira par intégrer complètement les équations (35). 

J'observe alors que, si les seconds membres de (35) sont déve- 
loppables suivant les puissances de Ecoscv^, et Ësincrj, il en est 
de même de $', de r{ et par conséquent des seconds membres des 
équations (36). 

J'aurais donc démontré que ^ et 7^ sont développables suivant la 
même forme, si les formules précédentes ne se trouvaient en défaut 
dans le cas où v^ = /i^, c'est-à-dire où /ri = o, A"2 = =t i . C'est pour 
cette raison que j'ai mis à part les termes où Ati = o, A"2=±i, 
d'où ç = dz iV2 ; et il me reste à en étudier l'influence. 

Reprenons donc les équations (35) en faisant ç^iVa dans les 
seconds membres ; nous pourrions aussi supprimer dans ces seconds 

membres les signes \^ puisque nous n'avons plus qu'une seule 

sorte de termes, les termes en (V2. 
Posons cette fois 



OÙ 



(37) 



,, B — G' . B'^-G 

Ç = — zP sin»') — — ; zP cosM^i, 

4 /Il 

R -4- C 

* 2/> -h a *»-..-. »» 

r' = — xP coswjH — - zP siaw's, 

B -4- p' 

2/> -^ 2 2/> -h 2 



4nj 


G — B' 


2/>-+-a 


B'-4-G 


4/ii 


B' G 
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nos équations deviennent alors 

(38) J, 

I ATi"— w,{'^ = — -^ -f- V 6'x'»cosw,-h V c'T'»sinwj, 

et l'on volt que dans les seconds membres l'exposant de t ne peut 
dépasser/? — i; on arrivera ainsi de proche en proche à l'intégra- 
tion complète de l'équation. On remarquera qu'en opérant de la 
sorte, si les seconds membres des équations (35) sont développables 
suivant les puissances de Ecoscvs? Esin^v^, il en est de même de 
Ç', Ç", Vj V et par conséquent des seconds membres des éqifa- 
tions (38), et l'on en déduira qu'il en est de même des valeurs de Ç 
et de Tj que Ton obtient par ce procédé. 

On est finalement ramené au cas de p=:o; cas où l'on a simple- 
ment 

Si, dans les formules (3^), on suppose p = o, on obtiendra les 
coefficients de cos(V2 et de sinw^a dans $* et dans yj*, en désignant 
par 5* et rj* les expressions de $ et de rj obtenues par le procédé 
que nous venons d'exposer; on voit ainsi que les valeurs moyennes 
de Ç*costV2-+-''i*sin(V2 et de $*sintV2 — ';rj*cosçv2 sont nulles. Ce 
que nous voulons c'est que ces valeurs moyennes se réduisent à E 
et à o, il conviendra donc d'ajouter respectivement à Ç* et à yj* un 
terme Ecosw'2 et un terme Esin(V2» Elles ne cesseront pas en effet 
pour cela de satisfaire aux équations (35). Elles ne cesseront pas 
d'être développables suivant les puissances de Ecos(V2 et Esin^Va. 

Si au contraire nous avions pris comme données de la question 
les valeurs initiales Çq et yjo de Ç et yj; il aurait fallu ajouter à 5* et 
à Ti* un terme Gcpscv2-|- H sin(V2 et un terme Gsin(r2 — Hcosiv^; 
où $0 — G et Yjo -{- H seraient ce que deviennent les Ç* et yj* quand 
ony fait T=:tv, = (V2=o. Dans ces condltions.Gcos(V2+H sinw'2, 
Gsin(V2 — Hcos(V2 ne seraient pas développables suivant les 
puissances de Ecosn'2, Esinçv2 et il en serait de même de 

Ç = Ç* -h G COS JVj -h H SÎQ Wty 

7j = r/-H G sinti^i — H cos^^s. 

135. On aurait pu présenter l'analyse précédente sous une autre. 
P. - I. i3 
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forme. Posons 

notre fonction F sera développable suivant les puissances de X et 
de Y, et nos équations deviendront 

dF dF 

AX-— mjX = 2«fJL-^T;J, AY-+- mjY =— 2«[i--7^, 

car 

Xé/Y -h 21^^71 

est différentielle exacte. 

Les deux dernières équations (Sg) peuvent s'écrire 

11 s'agit de démontrer que L|, X|, X, Y sont développables sui-p 
vant les puissances de Ecos(V2j c^ EsiniVj ou, ce qui revient au 
même, suivant celles de 

Cela est vrai en première approximation; je suppose que cela le 
soit en (/i — iy*n»« approximation et je me propose d'établir que 
cela est encore vrai en /i'*"** approximation. 

Pour cela je substitue, à la place des inconnues dans les seconds 
membres des équations (Sg) et (Sg bis)^ leurs valeurs de (/i — ly*»^ 
approximation. Alors les seconds membres des équations (Sg) sont 
développables suivant les puissances de Ee^»**!. Ceux des équa- 
tions (Sg bis) sont égaux à un pareil développement multiplié 
par e~'**'« ou par e'***!. 

Je dis que cette propriété ne se perd pas par l'intégration. Soit 
en effet Péquation 

(4o) Aa = i>, 

où V est une fonction connue de t, de E et des (v; je suppose que 
çQisw^ soit développable suivant les puissances de t et de Ee=^'»*'t, 
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que de plus celle fonction étant périodique en a'i soit en outre 
développable suivant les cosinus et les sinus des multiples de n'i 
ou si Ton aime mieux suivant les puissances de e^'"'«. En d'autres 
termes je suppose que ç soit développable sous la forme 

(4i) V = V AE^T'^e^^^i^vi+A-sU',)^ 

où A est indépendant de E, t, (v«, iVa; où q^ nij A| et A'2 sont des 
entiers satisfaisant a la condition 

(12) ^ = /c,-i-5 (moda) ^ê|A-j-+-5). 

C'est bien là la forme des seconds membres des équations (Sc)) 
et (39 bis)^ l'entier s étant égal à zéro pour les équations (Sg), 
à 4- 1 et à — I pour les équations (l\g bis). De plus ces seconds 
membres dépendent encore de jx et de LJ, et sont développables 
suivant les puissances de [x, mais nous n'avons pas à nous en 
inquiéter. 

Je dis que l'équation (4o) nous donnera aussi pour l'inconnue u 
un développement de la forme (4i) avec la même valeur de 
l'entier 5, pourvu que nous conduisions V intégration de telle 
sorte que la valeur moyenne de u soit nulle, ou soit égale à un 
développement de la forme (40 (c'est-à-dire, puisque cette 
valeur moyenne est indépendante de t et des cv, soit développable 
suivant les puissances de E, les exposants étant tous de même 
parité que s et au moins égaux à s). 

Si nous nous reportons en eflet aux n"' 98 et 114, nous verrons 
que chaque terme du développement (4i) de v nous donnera 
m-h I termes dans l'expression de u et que ces m -h i termes 
seront de la forme 

où B est une constante, et où les entiers q, k%, k2 ont mêmes 
valeurs que dans le terme du développement de v d'où l'on est 
parti et satisfont par conséquent aux conditions (4^)) où enfin on 
donne à p les valeurs o, i , 2, ..., m, si A"| et k^ ne sont pas nuls et 
la valeur m -+- i si k% et A*2 sont nuls. 

Ainsi u est bien de la forme (4i)' 

Alors en envisageant d'abord la première équation (89), nous 
voyons que L| est développable suivant les puissances de Eef^'*^t; 
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il en est donc de même de AX| en vertu de la deuxième équa- 
tion (39) et par conséquent de X|. 

La première équation (89 bis) nous apprend que Xe"'**'t est 
dévcloppable sous la forme (40? l'entier s étant égala 1; et par 
conséquent que X est dévcloppable suivant les puissances de Ec^'*^t 
et la seconde équation (89 bis) montre qu'il en est de même de Y. 

Le théorème énoncé est donc établi. 

136. Il résulte des deux numéros précédents que, dans le cas du 
problème restreint, les développements (2j) de nos inconnues 
peuvent se mettre sous une forme parliculière. 

En raisonnant comme au n" 69 on verrait que l'on a 

où le premier membre est l'une ou l'autre des quatre quantités 

(43) Li— LJ, X| — iï'i, { — Ecostvj, 1] — Esintvj, 

et où le second membre, qui s'annule pour [x = o, est dévclop- 
pable suivant les puissances de [x, E et t et suivant les cosinus et 
sinus des multiples des (v, de telle façon que A et A dépendent 
seulement de LJ et que l'entier q satisfasse aux conditions 

(44) q^kt (moda), q^\kt\. 

En raisonnant comme aux n*** 71, 86, 111, on verrait que ces 
développements ne doivent pas changer de signe quand on change 
T et (V| en — t et — (V/. Il en résulte que h doit être égal à o ou 

à ^- Il est égal à o si m est pair, et à •' si m est impair dans 

les développements de 

Lj— L}, Ç — EcosM^f. 

Il est égal à o si m est impair, et à si m est pair dans les 

développements de 

Xi — «^i, TQ — Esinw'j. 

On satisfera aux équations du mouvement en faisant dans les 
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développements (43) 

T = o, Wi = n'i t. 

On pourrait déduire de tout cela que les quantités que nous 
avons appelées W| et /i^- au n** 129 sont développables non seule- 
ment suivant les puissances de jx, mais suivant celles de Ecos^Vj, 
E sin(V2, et comme ces quantités sont des constantes indépendantes 
de iVâ, qu'elles sont développables suivant les puissances de [x 
et de E». 

137. Solution périodique. — Je suppose que, dans les équa- 
tions (43), je fasse 

j'aurai une solution des équations du mouvement (où ne figure- 
ront pas de termes séculaires) et qui dépendra de quatre constantes 
arbitraires 

Donnons à la constante arbitraire E la valeur zéro; tous les 
termes du développement (43) disparaîtront sauf ceux pour lesquels 
on a ^r = o et par conséquent k2= o. Ces termes ne dépendront 
pas de iV2. 

Donc, pour celte solution particulière, les inconnues L|, Ç, r,, 
^4 — iv^ sont fonctions de CV| seulement; de plus, ce sont des fonc- 
tions périodiques de (V| et par conséquent du temps. 

Les distances mutuelles des trois corps sont donc des fonctions 
périodiques du temps. C'est là une solution périodique dont l'im- 
portance est très grande. 

C'est celle que nous avons étudiée en détail au Chapitre III du 
Tome I des Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste sous le 
nom de solution périodique de la première sorte. 

On voit que la solution périodique ainsi définie dépend de deux 
constantes arbitraires; nous avons fait en effet E = o, de telle sorte 
que nos inconnues ne dépendent plus de (V2, ni par conséquent 
de ©2. Il reste donc deux constantes 

L}, W|. 
Les inconnues Li et $ sont développables suivant les cosinus 
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des multiples de (r«, et les inconnues cd« et r^ suivant les sinus des 
multiples de iv^ . Il en résulte que quand cï'i est un multiple de 271, 
il y a conjonction symétrique, c'est-à-dire que les trois corps sont 
en ligne droite (la petite planète étant entre le Soleil et Jupiter) et 
que leurs vitesses sont perpendiculaires à la droite qui les joint. 
Au contraire, quand (ï'i est égal à un multiple impair de ir, il y a 
opposition symétrique, c'est-à-dire que les trois corps sont en 
ligne droite (le Soleil étant entre la petite planète et Jupiter) et 
que leurs vitesses sont perpendiculaires à la droite qui les joint. 

Ainsi les conjonctions et les oppositions symétriques se suc- 
cèdent périodiquement. 

Si nous prenons, pour origine du temps, l'instant d'une con- 
jonction symétrique, nous aurons m^ = o, et il nous restera une 
seule constante L] ; comme le moyen mouvement dépend de cette 
constante, nous voyons que le moyen mouvement peut prendre 
toutes les valeurs possibles et qu'à chaque valeur du moyen mou- 
vement correspond une trajectoire périodique de cette sorte. 

Dans la pratique, E n'est pas nul, mais très petit, de sorte que 
la petite planète s'écartera peu de cette trajectoire périodique. 

138. Remarque. — Reprenons nos développements (^5); nous 
avons vu au n° 132 que, pour obtenir les développements (21), il 
fallait ou bien y faire t=^, nv=/i,7, ou bien y faire t=o, 
{%'iz=z n\t et développer ensuite suivant les puissances de jjl, c'est- 
à-dire suivant les puissances de n\ — /i/. 

Cela revient à dire que si l'on prend les développements (aS); 
si on y fait t = o, qu'on remplace nv par (r|-+-(n|- — /1|-)t et que 
l'on développe ensuite suivant les puissances de t, on retrouvera 
les développements (aS) d'où l'on est parti. 

Nous avons vu que l'on satisfait aux équations du mouvement 
en faisant dans les développements (aj) 

Il résulte de la remarque que nous venons de faire que l'on y 
satisfera encore en faisant 

y(/) étant une fonction quelconque du temps. 
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Si, en particulier, nous faisons y(^)= / + c, nous voyons que 
Ton satisfait aux équations du mouvement en faisant 

Nous voyons ainsi que la constante que nous avons appelée e/ 

n'est autre chose que 

Wi-4-(n/ — n))c. 

Au lieu des développements (aS) envisageons les développe- 
ments (28) où figurent les constantes hj et Xj qui sont les valeurs 
moyennes des inconnues. Ce qui caractérise ces développements 
c'est que av et Xj n'y figurent que par la combinaison iV|-+-X^-; 
nous aurons donc 

Li ou X|=/(Lj, w/-hX/*, x). 

D'après la remarque que nous venons de faire, on retrouve les 
mêmes développements en remplaçant t par zéro et cv/ par 
iVi-\-(n'^ — ^«)'^î nous aurons donc 

L/ ou X/=/[L/, w;/-+-X/H-(ni— /i|)x]; 

si l'on remplace t par zéro et (V/ par vi^^ + cj/, on a 

Li ou X/=/(Lj, /1J/4-TÏT/-+-XJ), 

si l'on remplace t par ^ -+- c et «v par nit -\- s/, on a 

Chacune de ces formules ne contient, comme il convient, que 
2/1 constantes arbitraires réellement distinctes, à savoir L? et 
T3/+X^* pour la première ; L^- et Xj -+- s/ 4- (n|- — ni)c pour la seconde. 
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139. Revenons au cas général du problème des Iroîs corps. 
Au n? 104 nous avons montré que le terme général du développe- 
ment des inconnues est de la forme 

ji*A01to/'« cos(v t H- A), 

et nous avons classé les termes d'après leur rang, c'est-à-dire 
d'après la valeur du nombre a — m. 

Au n** 106 nous avons démontré trois théorèmes au Sujet du 
rang : 

1° Il n'y a pas de terme de rang négatif; 
2® Il n'y a pas de terme séculaire mixte de rang nul ; 
3** Il n'y a pas de terme de rang nul dans le développement 
de 8L/. 

Le problème dont nous allons nous occuper maintenant est la 
recherche des perturbations séculaires des planètes, c'est-à-dire la 
recherche des termes de rang nul. 

L'importance de ce problème ne peut échapper à personne, 
puisque c'est de ces termes de rang nul que dépendra la configu- 
ration du système solaire dans un avenir éloigné. 

Pour calculer ces termes de rang nul je vais reprendre les équa- 
tions (9) du n® 106 que je récris 

Nous savons que dans les oL| il n'y a pas de terme de rang nul ; 
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même de rang nul et séculaire pur. Il doit donc être le produit d'un 
lerme de ^Tt' qui doit être de rang nul et par conséquent séculaire 
pur, par un lerme de B qui doit être lui-même séculaire pur si l'on 
veut que le produit soit séculaire pur. Bien entendu les termes de B 
que j'appelle séculaires purs sont constants et ne contiennent 
aucun facteur «'". Je les appelle ainsi simplement parce qu'ils ne 
contiennent pas de facteur trigonométrique. 

Nous sommes donc amenés à rechercher les termes séculaires 
purs de B. Soit 

F, = \^ A cos(A-|X|-h AtiXjH- A), 

où A et h dépendent des L, des S et des r,. 

Pour obtenir B, il faut prendre une des dérivées d'ordre quel- 
conque, de F«, multiplier par un facteur numérique et remplacer X/ 
par riit H- X" et les autres variables par des constantes. 

Considérons un terme quelconque de F|. Si k^ etA:2 ne sont pas 
nuls à la fois, dans toutes les dérivées de F« le terme correspondant 
contiendra en facteur le cosinus ou le sinus de Ar|X| -h ^3X2 + A; 
quand on y aura substitué /î/^-hX^ à la place de X/, il contiendra 
en facteur le cosinus ou le sinus de v/ = ^|Xj-|-A*2XJ-|-A, et comme 
V ne sera pas nul, il ne sera pas séculaire pur. 

Pour avoir les termes séculaires purs de B, il suffit de réduire F| 
à ses termes indépendants de X| et X2. L'ensemble de ces termes 
sera désigné par R; c'est ce que l'on appelle la partie séculaire 
de la fonction perturbatrice. 

Soit alors Bq l'ensemble des termes séculaires purs de B. Nous 
voyons que Bo sera formé avec les dérivées de R comme B avec 
celles de F« . 

Soit 31L^ ce que devient MJ lorsqu'on y remplace 8L, SÇ, 8t\, 8X 
par leurs termes séculaires purs de rang zéro. L'ensemble des 
termes de rang zéro de 



sera alors 



2 

Coonment avions-nous formé V BOli'? Nous avions pris l'une 
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(les deux expressions 

dFt dFt 

nous y avions remplacé 

I-l> ^/> Ç/j TQ/ 

par 

et nous avions développé suivant les puissances de 

ôL/, ôA/, ô^i, ôTj/. 

Soient alors 

DL„ DX„ Dl, Dt)/ 

Tenscnible des termes de rang zéro de 

8L/, ôX|, 8$/, St)/. 

D'après ce que nous venons de voir, y^BoOlL^ est formé avec 
R, DL|, DX|, D;/, Dt;! comme \^^*^^' ^^^^ F|, SL/, 8X/, 5$/, ora. 
On obtiendra donc \^Bo01L^ en prenant l'une des deux expressions 

dR dn 

en y remplaçant 

ï-ô ^/, Ç*» TQ/ 

par 

cl développant suivant les puissances de 

DL/, DX/, D?,, Dt)/. 

Prenons la deuxième équation (i) 
Nous avons 



d'où 



\i^\x f ^BdXL'dt, 



Si nous égalons dans les deux membres les termes de rang nul, il 



204 CHAPITRE VIII. 

Vient 

Donc 

Si nous réduisons Ç,- à ses termes de rang nul, c'est-à-dire à 
Ç" + DÇi, on aura 

dt " dt ' 
et, par conséquent, 
,,, dli dK 

et de même 

drii dK 

Dans les deux membres des équations (3) et (4), il faut rem- 
placer 

Li> X/,, 5/ et Tj,', 
par 

Maïs DL/ est nul, puisque L| ne contient pas de terme de rang 
nul. De plus R ne dépend pas des X/, et il en est de même par 

conséquent de ^7-^^ ^^ 'Tf* ^^^^ '^^ ^< ^^ figurent pas dans les 

équations (3) et (4). 

Il suffira donc de remplacer 

par 

Ainsi les équations (3) et (4), où l'on doit regarder les L/ 
comme des constantes, forment un système d'équations canoniques 
qui définissent les termes de rang nul des \ et des vj et par consé- 
quent les perturbations séculaires des excentricités et des inclinai- 
sons. 
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140. L'analjse précédente peut se présenter sous une forme un 

peu différente, quoique au fond équivalente. 

Considérons le terme général du développement (ii) du n° 108; 

11 s écrira 

[ji* A x*» cos ( Ati W| -h Aj tvj 4- A ) ; 

comme il ne peut être de rang négatif, on a /w<a. Si donc je pose 
[AT = T'y notre terme s'écrira 

[x*-'«A':''« cos(A:itvi-h AriWi-t- A), 

de sorte que nos développements procéderont suivant les puissances 
positives de [x et de t', et suivant les cosinus et les sinus des mul- 
tiples des w. 

Ces développements satisferont aux équations du mouvement et 
en particulier à Téquation 

quand on y fera 
Mais on a alors 



de ' ^^dz' ' "'rfivi "^'dw^ 

Notre équation devient ainsi 

(5) AÎ/ = - 



dFj 
dy\i 



Les deux membres de cette équation sont développables suivant 
les puissances de jx, de t', et les cosinus des multiples des w. 

Nous obtiendrons les termes de rang nul de Ç/ ou ceux de — -r-^ 

en y faisant jjl = o (je suppose, bien entendu, que, quand je fais 
[x= o, t' demeure fini). Dans ces conditions, Ç| réduit à ses termes 
de rang nul ne dépendra plus des (v, puisque tous les termes de 
rang nul sont séculaires purs, de sorte que 
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Faisons de même jx = o dans -3?^; cela revient à remplacer dans 

cette dérivée les inconnues L/, 5m ^/, ^h par Tenscmble de leurs 
termes de rang zéro, c'est-à-dire par LJ, ÇJ^-|-DÇ/, T^J + Dri/, 
X®-|- iV|-|- D^/. Soit donc 

un terme quelconque de — 77": > ^^ ^ dépend des Ç, des t\ et des L. 
Si, dans ce terme, je remplace 

I^/, ïi, TQ/, X/ 
par 



il deviendra 



cos 



011 Aq est ce que devient A après cette substitution, tandis que 

A = ^j Xî 4- A-fXJ -4- ki DX|.-h X, DX,. 

Les termes de rang zéro sont séculaires purs et par conséquent 
indépendants des w ; il en résulte que Ao et h sont indépendants 
des iv. Donc notre terme a pour argument A*« W| -}- Ar2^2- 

Or nous ne devons conserver que les termes séculaires purs, 
c'est-à-dire indépendants des (r. Ce sont ceux où Ar|=:A*2=o, 

c'est-à-dire ceux qui proviennent d'un terme de — t— î- indépen- 
dant de X| et de X2. 

Or l'ensemble des termes de — ^-^ indépendants de X| et de Xj, 

c'est précisément — -7— • 

Si donc nous égalons, dans les deux membres de l'équation (5), 
les termes séculaires purs de rang un je dis un et non zéro, parce 

qu'un terme de rang zéro de — -^ me donne un terme de rang un 
du second membre de (5) — \!--j-^ I» je trouve 
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OÙ il faut remplacer L,, Ç/, ru par L", Ç,?-|-D;v, r^^-i-Dfiij c'est- 
à-dire réduire L,, Ç/, tu à leurs termes de rang nul. 
Je trouve de même 

(6 bu) ^_ = ;._. 

Couime d'ailleurs, quand ^ etT^ sont réduits à leurs termes de rang 
nul, on a 

je puis écrire 

, , dli dR dr^i dK 

Les équations canoniques (7) nous donneront donc les ternies 
de rang nul des \i et des r\i, 

141. Comment pourrait-on se servir de la dernière équation (i) 

dFx . r d^ j r^dFi 



.= -^^0>.JJ-^^dt^f^dt^^f ^dt, 



pour calculer les termes de rang zéro de SX/; ces termes sont ce que 
nous avons appelé DX/. 

Nous avons vu au n** 106 que l'intégrale 



/"* 



d^ 
dhi 



ne peut nous donner que des termes de rang un, au moins. Quant 
à la première intégrale 



//£"•• 



les termes de rang zéro qu'elle pourrait nous donner ne pourraient 
provenir que des termes de rang un séculaires purs de 



dL, = - (*/ g dt. 



Or Poisson a démontré que ces termes n'existent pas. 

Ainsi nous n'avons à considérer que la troisième intégrale ; mais 
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nous ne pourrons l'établir qu'après avoir démontré plus loin 
le théorème de Poisson. 

Quant à la troisième intégrale, on verrait comme au numéro 
précédent que les termes de rang zéro qu'elle peut donner sont 
compris dans la formule 

' dK 



C — 



dt, 



de sorte qu'il reste 

(8) DX,. = Hjr'^Êrf^ 

Dans le second membre -jp dépend des L/, des \i et des tj/, mais 

ne dépend pas des X/; il faut bien entendu y remplacer L/, Ç/, r,/ 
par L?, Si 4- DÇ/, ti/H- Dtii. 

Donc, quand on aura déterminé à l'aide des équations (7) les 
termes de rang zéro des 5 et des 7|, c'est-à-dire les perturbations 
séculaires des excentricités et des inclinaisons, il suffira d'une 
simple quadrature pour déterminer les termes de rang zéro des X, 
c'est-à-dire les perturbations séculaires des longitudes moyennes. 

142. Forme de R. — Connaissant par le Chapitre IV la forme 
de F|, nous pouvons en déduire R, puisqu'on obtient R en suppri- 
mant dans F| les termes qui dépendent des A. 

Nous avons vu aux n** 83 et 86 que l'on a 

A dépendant seulement des L/. Nous avons vu que les entiers 2 q 
et p satisfont aux conditions 

Mi^Pi (moda), 2^/^|/?;|. 

Nous avons vu au n® 87 que 

et enfin au n° 88 quc/>2-f-/>4 est toujours pair. 

Voyons quelles sont les conséquences de tous ces faits. Nous 
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voirons que F« est développable suivant les puissances de 

Ç/ = /âp7 coscu/, r^i = ^i^i sin eu,. 

Il en est donc de même de R et le degré d'un terme quelconque 
par rapport aux \ et aux 7^ est précisément 



'2 



2 



Dans R tous les k sont nuls; et l'on a 

et par conséquent 

et comme ^q est de même parité que/> 

•2^^^o (mod2). 

Ainsi le développement de R suivant les puissances des \ et 
des r\ ne contient que des termes de degré pair, 

\ cause de la condition ^ y» = o, nous voyons que R ne chan- 
gera pas quand on changera i/ et t\i en 

5i cose — TQ, sine, $i sine -\- r,, cose. 

On a 

/>j-t-/>4^o (mod^). 

Cest-à-dire que la somme des entiers p relative à \toutes les i>a- 
riables obliques (c'est-à-dire aux variables qui déterminent les 
inclinaisons) est paire. 
El comme on a 

on aura aussi 

/>, -h/73^0 (mod2), 

c'est-à-dire que la somme des entiers p relative à toutes les va- 
riables excentriques (c'est-à-dire aux variables qui déterminent 
les excentricités) est paire. 

P. — I. i4 



CHAPITRE YIII. 

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES PERTURBATIONS SÉCULAIRES, 



139. Revenons au cas général du problème des trois corps. 
Au n** 104 nous avons montré que le terme général du développe- 
ment des inconnues est de la forme 

ji«AOrLo«'«cos(vi-h A), 

et nous avons classé les termes d'après leur rang, c'est-à-dire 
d'après la valeur du nombre a — m. 

Au n® 106 nous avons démontré trois théorèmes au Sujet du 
rang : 

I® Il n'y a pas de terme de rang négatif; 
2** Il n'y a pas de terme séculaire mixte de rang nul ; 
3® Il n'y a pas de terme de rang nul dans le développement 
de SL|. 

Le problème dont nous allons nous occuper maintenant est la 
recherche des perturbations séculaires des planètes, c'est-à-dire la 
recherche des termes de rang nul. 

L'importance de ce problème ne peut échapper à personne, 
puisque c'est de ces termes de rang nul que dépendra la configu- 
ration du système solaire dans un avenir éloigné. 

Pour calculer ces termes de rang nul je vais reprendre les équa- 
tions (9) du n° 106 que je récris 



Nous savons que dans les 8L| il n'y a pas de terme de rang nul; 
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occupons-nous donc d'abord de rechercher les termes de rang nul 
de 8ii et de Zr\i. 

Pour cela prenons la deuxième et la troisième équation (i), et 
dans les deux membres de ces deux équations ne conservons que 
les termes de rang nul (en effet, les deux membres devant être 
identiques, les termes de rang nul du premier membre sont égaux 
aux termes de rang nul du second membre). 

Les dérivées de F| sont de la forme 

(2) ^BDKL', 

où B est à un facteur constant près une des dérivées d'ordre quel- 
conque de Fi où l'on a substitué, à la place des inconnues L/, X/, 
?o fïh leurs valeurs de première approximation L®, aI|74-X®, Ç®, t;®. 
Quant à DÏL^y c'est un monôme entier par rapport aux 8L/, SX/, 

Nous avons vu au n® 106 que les termes de rang nul de 8Ç| et 
de Zr\i ne peuvent provenir que des termes de rang nul de — -^ — 

et -^ dont Je rang s'est élevé d'une unité par la multiplication par [x 

et s'est abaissé ensuite d'une unité par l'intégration. 

On obtiendra un terme de — -7-^ ou -— en prenant dans le 

<léveloppement (2) un terme BDïU; ce terme est le produit de 
plusieurs facteurs qui sont d'abord B et ensuite les divers facteurs 
5L, ... de on'. Il faudra prendre un terme dans chacun de ces 
facteurs et en faire le produit; on obtiendra ainsi différents termes 
du développement de BOÎL'. 

Nous prenons un terme dans chacun des facteurs ; aucun de ces 
lermes ne peut être de rang négatif; le rang du produit ne pourra 
donc être nul que si tous ces termes sont de rang nul. Tous les 
lermes de rang nul des 8L, 5$, Sy^, SX sont séculaires purs. Tous les 
termes de rang nul du développement de OTL' sont donc séculaires 
purs, puisqu'ils sont le produit de plusieurs termes séculaires purs. 

Chaque terme du développement de DXL' doit être multiplié par 
un terme du développement de B pour donner un terme du déve- 
loppement de BOîl/'. Un terme du développement de BOIL' ne peut 
donner un terme de rang nul dans SÇ ou ùT^ que s'il est lui- 
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même de rang nul et séculaire pur. Il doit donc être le produit d'un 
terme de OIL' quî doit être de rang nul et par conséquent séculaire 
pur, par un terme de B qui doit être lui-même séculaire pur si l'on 
veut que le produit soit séculaire pur. Bien entendu les termes de B 
que j'appelle séculaires purs sont constants et ne contiennent 
aucun facteur t^. Je les appelle ainsi simplement parce qu'ils ne 
contiennent pas de facteur trigonométrique. 

Nous sommes donc amenés à rechercher les termes séculaires 
purs de B. Soit 

Ft = 2, A cos(A"iX|-i- ArîXj-h /i), 

où A et h dépendent des L, des \ et des r,. 

Pour obtenir B, il faut prendre une des dérivées d'ordre quel- 
conque, de F|, multiplier par un facteur numérique et remplacer X/ 
par Hit -h X® et les autres variables par des constantes. 

Considérons un terme quelconque de F|. Si k^ elk^ ne sont pas 
nuls à la fois, dans toutes les dérivées de F| le terme correspondant 
contiendra en facteur le cosinus ou le sinus de AtiXi 4- ^2X2+ A; 
quand on y aura substitué w/^-hX® à la place de X/, il contiendra 
en facteur le cosinus ou le sinus de v/ = /:iXjH-/r2XJ-f-A, et comme 
V ne sera pas nul, il ne sera pas séculaire pur. 

Pour avoir les termes séculaires purs de B, il suffit de réduire F| 
à ses termes indépendants de X| et X2. L'ensemble de ces termes 
sera désigné par R; c'est ce que l'on appelle la partie séculaire 
de la fonction perturbatrice. 

Soit alors B^ l'ensemble des termes séculaires purs de B. Nous 
voyons que Bo sera formé avec les dérivées de R comme B avec 
celles de ¥^ . 

Soit OIV^ ce que devient d\U lorsqu'on y remplace 8L, oÇ, Sttj, 8X 
par leurs termes séculaires purs de rang zéro. L'ensemble des 
termes de rang zéro de 



2 



sera alors 



2 



Booa;. 



Comment avions-nous formé \^B01t'? Nous avions pris l'une 
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vient 
Donc 



<f^. 



Sî nous réduisons 5/ à ses termes de rang nul, c'est-à-dire à 
Ç® 4- D$i, on aura 

et, par conséquent, 

,,x dU dR 

et de même 

/ , . dr^i dK 

Dans les deux membres des équations (3) et (4), il faut rem- 
placer 

par 

Mais DL/ est nul, puisque L/ ne contient pas de terme de rang 
nul. De plus R ne dépend pas des X/, et il en est de même par 

conséquent de jt- et de -r—; donc les Xi ne figurent pas dans les 

équations (3) et (4). 

Il suffira donc de remplacer 

par 

Ainsi les équations (3) et (4), où l'on doit regarder les L/ 
comme des constantes, forment un système d'équations canoniques 
qui définissent les termes de rang nul des $ et des 't\ et par consé- 
quent les perturbations séculaires des excentricités et des inclinai- 
sons. 
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140, L'analyse précédente peut se présenter sous une forme un 

peu différente, quoique au fond équivalente. 

Considérons le terme général du développement (i i) du n** 108; 

il s écrira 

[ji*AT'»cos(A:iiVi-hA-iiVj-+- h)\ 

comme il ne peut être de rang négatif, on a m < a. Si donc je pose 
[JLT =: t', notre terme s'écrira 

[jl«~"»At''« cos(X:i wi-f- ArjWt-h A), 

de sorte que nos développements procéderont suivant les puissances 
positives de jx et de t', et suivant les cosinus et les sinus des mul- 
tiples des w. 

Ces développements satisferont aux équations du mouvement et 
en particulier à l'équation 

d\i ., d¥x 



dl " 


^d-,r 


cjuand on y fera 




T'=lx(i-t-C), 


Wi=riit-hti. 


IVIals on a alors 






d^i d^i 
* divi * dwi 


^olre équation devient ainsi 




(5) At/- 


rfF, 



Les deux membres de cette équation sont développables suivant 
les puissances de [x, de V, et les cosinus des multiples des iv. 

Nous obtiendrons les termes de rang nul de Ç/ ou ceux de — -r-^ 

«n y faisant [x = o (je suppose, bien entendu, que, quand je fais 
IJL= o, t' demeure fini). Dans ces conditions, $/ réduit à ses termes 
de rang nul ne dépendra plus des (v, puisque tous les termes de 
X'ang nul sont séculaires purs, de sorte que 
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Faisons de même [x =: o dans -ir^; cela revient à remplacer dans 

cette dérivée les inconnues L/, $/, tj/, X/ par l'ensemble de leurs 
termes de rang zéro, c'est-à-dire par L*, $"-i-Dii, 7j*-i-DT||, 
X^-h wz-h DX/. Soit donc 

A . (AiXi-f-AjXj) 
sin 

jp 
un terme quelconque de — ■^~^' ^^ -^ dépend des $, des vj et des L. 

Si, dans ce terme, je remplace 

ï"/» 5/» ■'!<» ^t 

par 

I^/, ??^-D;^ Tiy-Dii/, X?+«.,+ DX,-, 



il deviendra 



Ao . (IciWi-^ktWi-^ h), 
sin 



où Aq est ce que devient A après cette substitution, tandis que 

h = kl X; -+- ktll -4- kl DX,.-h A2 DX,. 

Les termes de rang zéro sont séculaires purs et par conséquent 
indépendants des tv ; il en résulte que Aq et h sont indépendants 
des iv. Donc notre terme a pour argument Â*| iVt -f- /r2^^2- 

Or nous ne devons conserver que les ternies séculaires purs, 

c'est-à-dire indépendants des iv. Ce sont ceux où A*i=:Â*2=o, 

jp 
c'est-à-dire ceux qui proviennent d'un ternie de — -r-^ indépen- 
dant de X| et de Xa- 

Or l'ensemble des termes de — -7-^ indépendants de X| et de Xj, 

c'est précisément — -7— • 

Si donc nous égalons, dans les deux membres de l'équation (5), 

les termes séculaires purs de rang un je dis un et non zéro, parce 

jp 
qu'un terme de rang zéro de — -j-^ me donne un terme de rang un 

jp -t 
du second membre de (5) — V"T'^ ' j^ trouve 
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OÙ il faut remplacer L/, 5i, r\i par L", $^^4-D$i? '/i^-j-Dvii, c'est- 
à-dire réduire L/, Ç/, 7[i à leurs ternies de rang nul. 
Je trouve de même 

G)iiime d'ailleurs, quand i etTi sont réduits à leurs termes de rang; 
nul, on a 

je puis écrire 

, , dli dR drii dH 

Les équations canoniques (7) nous donneront donc les termes 
de rang nul des li ^t des 7\i, 

141. Gomment pourrait-on se servir de la dernière équation (i) 

dFi . r ^* _» r^dFx 



•'=-2««//S--/^/--/^-. 



pour calculer les termes de rang zéro de ù\i\ ces termes sont ce que 
nous avons appelé DX/. 
Nous avons vu au n° 106 que l'intégrale 



/£"' 



ne peut nous donner que des termes de rang un, au moins. Quant 
à la première intégrale 



//S"'. 



les termes de rang zéro qu'elle pourrait nous donner ne pourraient 
provenir que des ternies de rang un séculaires purs de 

Or Poisson a démontré que ces termes n'existent pas. 
Ainsi nous n'avons à considérer que la troisième intégrale ; mais 
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nous ne pourrons l'établir qu'après avoir démontré plus loin 
le théorème de Poisson. 

Quant à la troisième intégrale, on verrait comme au numéro 
précédent que les termes de rang zéro qu'elle peut donner sont 
compris dans la formule 

r' dR ^ 
de sorte qu'il reste 

(8) m, = ^f'§^cit. 

Dans le second membre -^p dépend des L/, des Ç| et des 7^1, mais 

ne dépend pas des X/; il faut bien entendu y remplacer L/, Ç,-, r^i 
par LJ, ?,H- DÇ/, Yi/-f- Dri/. 

Donc, quand on aura déterminé à l'aide des équations (7) les 
termes de rang zéro des Ç et des y^, c'est-à-dire les perturbations 
séculaires des excentricités et des inclinaisons, il suffira d'une 
simple quadrature pour déterminer les termes de rang zéro des \ 
c'est-à-dire les perturbations séculaires des longitudes moyennes. 

142. Forme de R. — Connaissant par le Chapitre IV la forme 
de F|, nous pouvons en déduire R, puisqu'on obtient R en suppri- 
mant dans F| les termes qui dépendent des X. 

Nous avons vu aux n° 83 et 86 que l'on a 

A dépendant seulement des L/. Nous avons vu que les entiers 2 q 
et p satisfont aux conditions 

^qt^pi (moda), '^qi^\PiV 

Nous avons vu au n® 87 que 

et enfin au n® 88 quej92-i-j94 est toujours pair. 

Voyons quelles sont les conséquences de tous ces faits. Nous 



# p 



THEORIE ELEMENTAIRE DES PERTURBATIONS SECULAIRES. 'iOg 

voyons que F, est développable suivant les puissances de 

Il en est donc de même de R et le degré d'un terme quelconque 
par rapport aux l et aux Y| est précisément 



•2 



2 



Dans R tous les k sont nuls; et Ton a 

et par conséquent 

2/^ = 0» 

et comme 2 y est de même parité que p 

Ainsi le développement de R suivant les puissances des Ç et 
des r, ne contient que des termes de degré pair. 

\ cause de la condition ^ yo = o, nous voyons que R ne chan- 
gera pas quand on changera \i et 7^/ en 

f/cose — TQ/sine, $/ sine -h rj/cose. 

On a 

/>î-4-/>4^o (mod'i). 

C'est-à-dire que la somme des entiers p relative à \toutes les va- 
riables obliques (c'est-à-dire aux variables qui déterminent les 
inclinaisons) est paire. 
Et comme on a 

on aura aussi 

/?, + />3 5 (modî), 

c'est-à-dire que la somme des entiers p relative à toutes les va- 
riables excentriques (c'est-à-dire aux variables qui déterminent 
les excentricités) est paire. 

P. — I. i4 
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Comme 27 est de même parité que /?, on en conclut que 
2(72-4- 2 qr^ et 2^1 -1-2^3 sont également pairs. 

Ainsi le dé\^eAoppement de R suivant les puissances des \ et 
des i\ ne contient que des termes qui sont de fie gré pair, tant 
par rapport aux variables obliques que par rapport aux va- 
riables excentriques. 

Toutes ces propriétés s'étendent immédiatement au cas où il j a 
plus de trois corps. 

143. Dans une première approximation, nous pouvons négliger 
les quatrièmes puissances des excentricités et des inclinaisons. 
C'est ce qu'a fait Lagrange. Les équations (7) prennent alors une 
forme particulièrement simple. 

Soit en elTet 

R = Ro -+- Rj H- R^ -f- . . , 

le développement de R où nous désignerons par R^ Tenserable 
des termes de degré p par rapport aux $ et aux 7\, Si nous négli- 
geons les quatrièmes puissances des $ et des /|, il restera 

R = Ro -H Rj, 

et comme Rq ne dépend pas des Ç et des ti, nos équations (7) 
deviendront 

d\i é/R, drii dKt 



dt ^ drii ' df ^ dl 

Comme R2 est du second degré par rapport aux $ et aux r\ les 
seconds membres seront linéaires par rapport aux $ et aux r^ ; et 
les coefficients de ces expressions linéaires ne dépendent que des 
constantes L®. 

Les équations (7 bis) sont donc des équations linéaires à 
coefficients constants. 

Nous savons ensuite que tous les termes du développement 
de R sont de degré pair à la fois par rapport aux variables obliques 
et par rapport aux variables excentriques; dans R2 nous pourrons 
donc avoir des termes de degré deux par rapport aux unes et zéro 



rff, dR', 

—r- = — M- — ; — f 
dt ^ dr^i 


dr^i 
dt 


dK' 


dl, __ dR'i 
dt ^ drii ' 


dtii 
dt 


dR". 
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par rapport aux autres, ou inversement; mais nous ne pourrons 

pas avoir de termes de degré un par rapport aux unes et un par 

rapport aux autres. 

On aura donc 

R, r= R^ -+- R'J , 

Rj dépendant seulement des variables excentriques et R'^ seule- 
ment des variables obliques. Le système ('j bis) se décomposera 
donc en deux autres 



il ter) 



(7 quater) 

Le premier où ne figurent que les variables excentriques déter- 
minera les perturbations séculaires des excentricités ; le second où 
ne figurent que les variables obliques déterminera les perturba- 
tions séculaires des inclinaisons. 

D'autre part, F| ne change pas quand on change les signes des \ 
et des (o, c'est-à-dire les signes des X et des yj {voir n° 86); donc 
R et Ra ne changeront pas quand on changera les signes des r\. 
Donc Ra ne contiendra que des termes de degré deux par rapport 
aux \ et zéro par rapport aux tj, ou inversement, mais pas de 
terme de degré un par rapport aux $ et un par rapport aux ti ; il 
en sera de même de R^ et de R'^. On aura donc 

R; = s; + r„ 

R; = s;-hT;, 

où S^ et Sj ne dépendent que des $, tandis que T^ et T'!^ ne dé- 
pendront que des tq. 

Nous avons vu ensuite que R ne change pas quand on change \ 
et 7), en \ cose — r^ sine et Ç sine -^- tq eose. Il doit donc en être de 
même de R^ et de R'^ ; mais dans ces conditions R^ devient 

82(5 cose — 7j sine)-+- Tj(5 sine -h rj cose), 

OU 

cos*e Si(5) — -2 cose sine ^ rj —j^ -h cos'e Sj(t) ) 
-h sin*eTi(5)-h acosesine \^ 5-3-? -h cos*e T',(t^). 
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Pour que celte expression, quel que soit £, se réduise à 
il faut que Ton ait 

( Si(Tl)=Ti(Ti), 

c'est-à-dire que S!j soit formé avec les \ comme T'.^ avec les i\. 
De même pour S!^' et T'^. 

Nos équations deviennent alors 

pour les variables excentriques et 

pour les variables obliques. 

144. Intégrales diverses. — Les équations (lo) ou (lo bis) 
admettent un certain nombre d'intégrales importantes. D'abord le 
système (lo) ou (7 ter) admet l'intégrale des forces vives 

(il) R', = consi. 

De même le système (10 bis) ou (7 quater) admet l'intégrale 
des forces vives 

(1 1 bis) RJ = consi. 

Prenons maintenant les équations (10), multiplions la première 
par il, la seconde par r\i et ajoutons; il viendra 

Mais, en vertu des équations (9), le second membre est nul; nous 
aurons donc 

(19.) ^(5/ -4- r,/ )= const. 
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La sommation doit être étendue à toutes les variables excen- 
triques. 

En traitant de la même manière les équations (lo 6/5), on trou- 
verait 

(12 bis) ]^(5N-TQ?)= const.; 

la sommation étant étendue cette fois à toutes les variables 
obliques. 

Les intégrales (12) et (12 bis) ne sont pas autre chose que les 
intégrales des aires. Nous avons vu en effet au n" 90 que ces inté- 
grales s'écrivent 



— TQil/l-i — ?i— ^ — 'nU/l-J— Pî— ^ = const., 
-Stl/Li — ?i— ^ — ?*l/l^«-p«— 7 = const., 



const. 



S'il y a plus de deux planètes, nous écrirons plus généralement 



= const., 



<i3) j -2?«^L,-p,-Ç=const., 

V(L, — p,— p,) = const.; 

le signe \^ signifiant que le terme explicitement exprimé 

— 7Jj|/L| — pi — '— > ••• 

^e rapporte à la première planète et qu'il faut y ajouter les termes 
analogues relatifs aux autres planètes. 
La troisième équation (i3) peut s'écrire 

<i4> 2*^"" •" ^(S'-^^*>= const., 

la sommation s'étendant cette fois à toutes les variables ^ et y| tant 
excentriques qu'obliques. Cette équation doit être identiquement 
vérifiée quand on y substitue, à la place des inconnues L, $ et ttj, 
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leurs développements suivant les puissances de a, de t et suivant 
les cosinus et les sinus des multiples des w; ou bien encore, si 
ayant posé jjlt = t' comme au n" 140, on substitue aux inconnues 
leurs développements suivant les puissances de [x, de t' et suivant 
les cosinus et les sinus des multiples des w. 

Le premier membre se présente alors comme une fonction de [jl, 
de V et des w, et cette fonction doit se réduire identiquement à 
une constante; elle se réduira encore à une constante quand on y 
fera jx = o. 

Or si l'on fait [jl = o, t' restant fini, les inconnues L, 5, ttj sont 
réduites à leurs termes de rang zéro, ce qui veut dire que l'équation 
(i4) est encore vérifiée quand on réduit les inconnues à leurs 
termes de rang zéro. 

Or dans ces conditions L/ se réduit à L® puisque 8L/ ne contient 

pas de terme de rang zéro; de sorte que ^ L est une constante. Il 
reste donc 

2)(?'-+-^')=const., 

les $ et les yj étant supposés réduits à leurs termes de rang zéro. 
C'est la somme des équations (12) et (12 bis). 

145. Remarque. — Il faut observer que nous avons fait impli- 
citement une hypothèse qu'il est nécessaire de signaler parce 
qu'elle pourrait passer inaperçue : c'est que toutes les planètes 
tournent dans le même sens. Voici comment elle s'introduit. 

Nous avons posé 



G = Lv/i — c«, e = Gcost. 

Si donc L est positif, G est plus peiit que L et positif lui-même; 
S est également positif et plus petit que L. Il en résulte que 

p,= L-G, p,= G-e 

sont positifs et que les Ç et les yj sont réels. 

Si au contraire L est négatif, il en est de même de G et par con- 
séquent de 

p, = L(i — \/i — e*), Pj= 0(1 — cose). 
Donc les Ç et les yj sont imaginaires. 
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Si donc nous voulons que les l et les ri soient réels, il faut que 
les L soient positifs. Or le nio^en mouvement d'une planète est 
égal à un facteur positif (dépendant des masses) divisé par L*. 
Supposer les L positifs, c'est donc supposer que tous les moyens 
mouvements sont positifs, c'est-à-dire que toutes les planètes 
tournent dans le même sens. 

Supposer les L positifs, ce n'est pas restreindre la généralité. 
En elfet, une planète qui se meut dans le sens rétrograde sur une 
orbite d'une inclinaison i peut être envisagée comme une planète 
se mouvant dans le sens direct sur une orbite d'une inclinaison 
TT — /. Il est donc permis de supposer que toutes les planètes se 
meuvent dans le sens direct. 

Mais, dans l'analyse qui précède, nous avons supposé les incli- 
naisons très petites. Elle ne s'appliquerait donc pas a des planètes 
se mouvant sur des orbites dont les inclinaisons seraient très 
petites, mais qui ne se mouvraient pas dans le même sens; il fau- 
drait en effet les envisager comme des planètes se mouvant toutes 
dans le sens direct, mais dont les inclinaisons seraient très petites 
pour les unes, très voisines de 180" pour les autres. 

Si l'on voulait néanmoins appliquer à ce cas les formules ana- 
lytiques précédentes, cela serait licite, mais à la condition de se 
rappeler que quelques-uns des Ç et des t\ seraient imaginaires. 

Peu importe d'ailleurs puisque ce cas ne se présente pas dans la 
nature. 

i46. Il s'agit d'intégrer nos équations linéaires (10) ou (10 bis). 
S'il y a /i H- I corps, soit n planètes, il y a 2/1 variables excen- 
triques et 2/1 variables obliques. Chacun de nos systèmes sera 
donc d'ordre 2/1. 

On sait quelle est la forme générale des solutions d'un système 
d'ordre p d'équations différentielles linéaires à coefficients con- 
stants. Soient 

les inconnues; soient 

les racines d'une équation algébrique facile à former et dite équa- 
tion déterminante. 
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A chacune des racines a,- correspondra une solution particulière 
du système qui s'écrira 

les Biff étant des constantes faciles à calculer; et la solution géné- 
rale sera 

les A étant des constantes arbitraires. 

Dans le cas où l'équation qui donne les a a des racines multiples, 
il peut y avoir en outre des solutions dites rfégénérescentes qui 
sont de la forme 

P/A étant un polynôme entier en t. 

Nous allons appliquer ces principes soit au système (lo), soit au 
système (lo his). J'observe d'abord que l'équation qui donne les a 
ne peut avoir de racine réelle difi'érente de zéro. Si en effet elle 
avait une racine réelle a, le système admettrait une solution de la 
forme 

les C et les D étant des constantes. On aurait donc 

Mais le premier membre doit être une constante, le second serait 

une constante ^ (C^-hDJ) multipliée par un facteur variable 6»**'. 

Cela n'est possible que si les deux membres sont nuls. On aurait 
donc 

c'est-à-dire 

{ = Trj = o. 

Je dis maintenant que l'équation ne peut avoir que des racines 
purement imaginaires, c'est-à-dire dont la partie réelle soit nulle. 
Soit en effet a = ^ -f- «y une des racines et supposons que la partie 
réelle ^ ne soit pas nulle. Le système devra admettre une solution 
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particulière de la forme 

Cette solution est imaginaire, mais la solution imaginaire conjuguée 
satisfera également aux équations linéaires, il en sera de même de 
leur demi-somme qui esl la partie réelle 



d'où 



^f^ = Cx eP' cosy/ — Gx-eP' sin y ^ 
Trjx = D^ e^^ cosyt — D/ érP' sinY^ 






2(u 

Or, si p n'est pas nul, entre les quatre fonctions i, ^'''P'cos^y^, 
e^P'sin^v/, e^P'cosy/ sinv^, il n'y a aucune relation linéaire à coef- 
ficients constants. L'égalité précédente, dont le premier membre 
est une constante en vertu des équations (12) et (12 bis)^ ne peut 
donc avoir lieu que si tous les termes sont nuls. On a donc encore 

d'où 

5 = TQ = o. 

Je dis maintenant que notre système ne peut admettre de solu- 
tion dégénérescente. Supposons en effet qu'il en admette une 

(i5) Çx=P/,e«^ ^rlA=QAe*^ 

les P/^ et les Q^t élanl des polynômes entiers en t. 

Je puis toujours supposer que ces polynômes sont du premier 
degré. En effet, si le système admet la solution (i3), il admettra 
également la solution 

où P'f^ et Q]t sont les dérivées de P/ç et de Q^. 
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De plus a sera purement imaginaire; car si nous avons la solu- 
tion (i5)oii Pa etQ^tsont supposés du premier degré, nous aurons 
aussi la solution (i5 bis) où PJ^ et Q)^ seront des constantes et à 
laquelle s'appliqueront les raisonnements précédents par lesquels 
nous avons établi que a doit être purement imaginaire. 

Soit donc a = «y; la solution (i5) sera imaginaire, mais la solu- 
tion imaginaire conjuguée satisfera également aux équations, ainsi 
que la partie réelle. Cette partie réelle se composera d'un terine en 
/cosy^, d'un terme en ^siny^, d'un terme en cosy/, d'un terme 
en siny^. Soit donc 

cette partie réelle, où Ç]^ et vj'^ représentent l'ensemble des deux 
termes en tcosyl et ^sinv^, et où l\ et rî'f^ représentent l'ensemble 
des deux termes en cosy^ et siny^. 
On aura alors 

Le premier membre doit être une constante en vertu de l'équa- 
tion (12). 

^^(i,'k -^ '^'k ) est linéaire en t^cos^^t, t*sin*^t, t^ cos^t sixift, 

^({i*-l-Tji*) cos^yt, sin^Y^» cos*ft s'inyi. 

Or, entre les dix fonctions i, ^^cos^y/, ^^sin^ j'/, ^^cosy^sinyl 
(^ = o, 1,2), il n'y a pas d'autre relation linéaire à coefficients 
constants que 

cos*Y^ -+- sin*Y' = '• 

L'équation précédente ne peut donc subsister que si les termes 
en t'^ ont tous pour coefficient zéro ; on a donc 

d'où 
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ce qui montre que les polynômes Pa et Qa doivent se réduire à des 
constantes, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de solution dégénérescente. 

147. Nos équations ne changent pas quand on change Ç en — y\ 
cl Tj en Ç, puisque S2 est formé avec les Ç comme Ta avec les 7\. 
Si donc elles admettent une solution 

<lles admettront également la solution 

De plus, elles ne changent pas non plus quand on change y\ en 
— -/i et / en — /, de sorte qu'elles admettent également les solu- 
tions 

$* = - Da«-*S TrjA. = - Ga^-«'. 

Elles admettront donc en outre les solutions 

Si donc Dff= :h iCff, l'une des deux solutions (16) disparaît et 
la racine a peut être simple. 

Si, au contraire, Dyt n'est pas égal à ± iCk-, les deux solu- 
tions (16) sont effectives l'une et l'autre et la racine a doit être 
<louble; mais les solutions (16), déduites l'une et l'autre de la solu- 
tion donnée, jouissent de la même propriété; la valeur de Tja est 
^gale à celle de Ça au facteur près ± i. Nous pouvons donc, sans 
xestreindre la généralité, supposer 

Soit donc 

a = «Y» 

D'après ce que nous avons dit plus haut, nos équations admet- 
tront aussi comme solution 

Si Y est racine simple, il n'y a pas d'autre solution en e'T', ni en 
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tf"'T'; de sorte que ces deux solutions doivent être imaginaires 
conjuguées, d'où Ton conclut que C* est réel. 

Si Y est racine double ou multiple, il faut modifier un peu le 
raisonnement. Si nos équations admettent la solution (17), elles 
admettront la solution imaginaire conjuguée 

OÙ CJ est imaginaire conjugué de Ca, et par conséquent en chan- 
geant 7i et / en — 7; et — t : 

et, par conséquent, 

où le coefficient C^-h CJ est réel. 

Nous pouvons donc toujours supposer que dans la solution (17) 
le coefficient Ca est réel. 

Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer que si Ton envi- 
sage le signe ±: placé devant i dans la formule (17), c'est le 
signe -h qu'il faut prendre. Si, en effet, c'était le signe — , il suf- 
firait de changer y en — y et l'on retomberait sur la formule (17 bis) 
où le signe ± est renversé. 

Si nos équations admettent la solution (17), elles admettront 
également la solution imaginaire conjuguée, d'où l'on conclut aisé- 
ment que la partie réelle de la solution (17) 

{18) Ça== G^cosY^, rif,=i — Cksin-(t, 

satisfait également aux équations. 

Nous sommes donc conduits à chercher à satisfaire à nos équa- 
tions par des expressions de. la forme (18); on en conclut 

-d7 ='(''"' ^=-^^*- 

Si nous substituons, par exemple, dans les équations (10), elles 
deviennent 



7^1/ = - K 



dy\i 
dS\ 
d\i 
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Comme S'^ est formé avec les Ç comme T.^ avec les 7i, ces équa- 
tions établissent entre les tj les mêmes relations linéaires qu'entre 
les Ç; il suffira donc de considérer l'une d'elles, par exemple 

(«9) ^«'=-î^-5{f- 

Considérons les n variables excentriques Ç comme les coordon- 
nées d'un point dans l'espace à n dimensions; l'équation 

S'. = , 

représentera une surface du second degré dans cet espace. J'ap- 
pelle ^ cette surface. Si /) = 2, c'est-à-dire dans le problème des 

trois corps, cette surface est une ellipse dans un plan; si /i = 3, 
c'est-à-dire dans le problème des quatre corps, c'est un ellipsoïde 
dans l'espace ordinaire. 

Cherchons les axes de cette surface ^. Pour cela, considérons 

la sphère 

Cherchons à déterminer X^ de façon qu'elle soit bitangente 

à 2; alors X sera la longueur de l'axe correspondant et les deux 

points de contact en seront les extrémités. 

Or on sait qu'on arrive à ce résultat en envisageant la surface 
conique 

«t exprimant qu'elle a une droite double; on trouve ainsi les équa- 
tions 

Ces équations nous donneront les valeurs de X^, et les valeurs 
des Ç/ qu'on en déduira seront proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs de l'axe correspondant. Or ces équations s'identifieront aux 
équations (19) si l'on suppose 
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Donc les valeurs des y sont en raison inverse des carrés des axes 
de la surface S'g = i , et sont égales à 

Quant aux Ç;t et, par conséquent, aux coefficients G^^, ils sont 
proportionnels aux cosinus directeurs de Taxe correspondant. 

Les solutions de la forme ( 1 8 ) sont donc entièrement déterminées 
quand on connaît les axes de la surface 8'^= i en grandeur et en 
direction. 

Une surface du second degré de l'espace à n dimensions ayant 
n axes, nous avons n solutions distinctes de la forme (i8). De cha- 
cune d'elles nous pouvons déduire une solution plus générale con- 
tenant deux constantes arbitraires A et A : 

$yi== A.C/t cos(Y^ -H A), 'r\k= — AGA^sin(Y^ -¥■ h). 

En additionnant ces n solutions, on trouve une solution conte- 
nant in constantes arbitraires; on a donc la solution générale du 
problème. 

148. Intégrales quadratiques. — La solution générale s'obtient 
donc de la façon suivante : 

Soit Yi l'une des n valeurs de y, la solution particulière corres- 
pondante s'écrira 

Çx = A|G|A cos(y/^-i- hi), TrjA = — A/G/A sin(Y/r-h A,), 
et la solution générale sera donnée par les équations 

et 

(21) T^A = — V A/Gm- sin( y, -h hi ). 

Des n équations (20), je puis tirer les n quantités 

A cos(y^ -h h) 
sous la forme 
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De même, des n équations (21), je puis tirer les n quantités 

A sin( Y^ -^- A), 

^t, comme les coefficients G sont les mêmes dans les équations (20) 
^t dans les équations ('21), il viendra 



— A/sin(Y// "^ ^' > =^D.aT)A. 

En faisant la somme des carrés, il vient 

y^^^ik\k\ -+- (^Di/t^i^j =A? = const. 

Ce sont là des intégrales quadratiques de nos équations; il y en 
/î, puisque Tindice i peut prendre les valeurs i, 2, . . ., /i. 

149. Intégrales linéaires. — Tout ce que nous venons de dire 
Rapplique à la fois aux formules (10), relatives aux variables excen- 
^^riques, et aux équations (10 bis)^ relatives aux variables obliques, 
oici maintenant une propriété qui appartient exclusivement aux 
quations (10 bis). 

Reprenons les deux premières équations (i3). Ces équations 
oivent subsister quand les L, les Ç et les r^ sont réduits à leurs 
fermes de rang zéro. Nous avons négligé dans R les quatrièmes 

uissances des Ç, et, par conséquent, dans -^ les troisièmes puis- 

ances. Continuons donc à négliger les cubes des Ç et, par consé- 
uent, les termes en Çp ou t^o; les deux premières équations (i3) 
eviendront 

^7)jv/Li = const., ^ {ty/Li = const. 

Dans ces équations, les L/ doivent être remplacées par leurs 
termes de rang zéro, c'est-à-dire par les constantes L® et il reste 
l«s équations 

( aa) ^Çj/LÇ = consl., ^r^j/L^ = consi. 

Ce sont des intégrales linéaires des équations (10 bis). 

Cela prouve que Inéquation qui donne y a une racine nulle. 
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Si nous prenons, en effet, la première équation (^2), la con- 
stante du second membre peut prendre une valeur quelconque, car 
les valeurs initiales des Ç peuvent être choisies arbitrairement. Sup- 
posons donc cette constante différente de zéro. 

Substituons dans Féquation (22), à la place des ^, leurs va- 
leurs (20); nous aurons alors une combinaison linéaire des 

cos(y/ -h h) 

qui devra être égale à une constante différente de zéro. Cela n'est 
possible que si un des cosinus se réduit à une constante, c'est- 
à-dire si l'un des y est nul. c. q. f. d. 

Cela veut dire que la surface du second degré S* = i a un de ses 
axes infini, c'esl-à-dire qu'elle se réduit à un cylindre, par exemple 
à deux droites parallèles, si /i ^ 2, à un cylindre elliptique si 
71 = 3. 

Ou bien encore cela veut dire que la forme quadratique S^ peut 
être nulle ainsi que toutes ses dérivées, sans que Ç, /j, . . . s'an- 
nulent. Dans ce cas, les équations (10 bis) se réduiront à 

de sorte que les ^ et les 7| seront constants. 

C'est ce qu'il est aisé de vérifier; supposons en effet que les 
orbites de toutes les planètes soient dans un même plan, mais que 
ce plan n'ait pas été choisi pour plan des x^x^- 

Alors les inclinaisons ne seront pas nulles et les variables obliques 
Ç et 71 ne seront pas nulles non plus. Mais les planètes resteront 
constamment dans ce même plan; les longitudes des nœuds seront 
donc constantes, ainsi que les inclinaisons. 

Or on a 

p, = (L, — p,)(i — cosi). 

Le terme pi (i — cosi) est du quatrième degré par rapport aux \ 
et aux 71 ; il a donc été négligé dans l'analyse précédente; il reste 

donc 

p, = L,(i — cosi). 

L| se réduit à la constante L^, et i est constant d'après ce qui 
précède. Donc p^ est constant. Si pa et Wj sont constants, il en 
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est de même de Çj et de 7^2, et de même pour toutes les variables 
obliques qui peuvent ainsi être constantes sans être nulles. 

C. Q. F. D. 

150. Les équations algébriques d'ordre n qui donnent les valeurs 
des y ont été résolues numériquement par Lagrange d'abord, par 
Le Verrier ensuite. On trouvera des détails à ce sujet dans le 
Chapitre XXVI du Tome I de la Mécanique céleste de Tisserand. 

Mais ni Lagrange ni Le Verrier n'ont employé les éléments 
canoniques. Il faut donc faire attention au changement de notation. 

Au lieu de développer comme nous suivant les puissances des Ç 
et des 7i, ils développent suivant les puissances des 

A = «sinm, / = ecosnr, 

/? = tang* sinô, ^=tangtcos6. 

Mais en négligeant comme nous le faisons les cubes des excen- 
tricités et des inclinaisons, on a 

ç, = v/L/, r,t=-v/C/», 

Les L| se réduisent à des constantes XJ-^ de sorte que les Ç et 
les 7| ne diffèrent des A, des /, des p et des q que par des facteurs 
constants. Le passage d'un développement à l'autre est donc im- 
médiat. 

151. Premier changement de variables. — Reprenons les équa- 
tions 

d^i cn\ dr^i é/Sj 

Gjnsidérons la surface du second degré S!, = i ; cette surface est 
située dans l'espace à n dimensions et nous avons convenu que les 
y? variables excentriques $ 

îl' $S» (s) .••, $1/1-1 

représentent les coordonnées d\in point dans cet espace. 

Rapportons maintenant cette surface à ses axes, que nous pren- 
drons pour nouveaux axes de coordonnées. Soient 

Çl> Ç3î Çsï • • • ï sjw— 1 
p. — I. i5 
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les coordonnées courantes par rapport à ces nouveaux axes. CZ 
seront des fonctions linéaires des coordonnées anciennes 

(i) ^3} ;i} • • •> $î«-i> 

et Ton a d'ailleurs identiquement 

car les deux membres de cette identité représentent l'un et l'autre 
la distance à l'origine du point de coordonnées courantes. 
On aura, puisque la surface S'., est rapportée à ses axes^ 

Nous définirons de même les r/ qui seront liés aux ri par les 
mêmes relations linéaires que les Ç' aux Ç. On aura, par consé- 
quent, 



et 



et identiquement 



^i,dr^,= 2^^'idT^'i, 



les sommations étant étendues à toutes les valeurs impaires de 
l'indice /. Le changement de variables est donc canonique, de sorte 
que le système (lo) devient 

Nous opérerons sur le système 
/ / • X d\i dT\ dru dS\ 

relatif aux variables obliques, comme nous avons opéré sur le sys- 
tème (10). 
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Nous envisagerons le point dont les coordonnées sont les n va- 
riables obliques 

(l; Sif \ti • • • t \ln\ 

nous formerons la surface du second degré 82=1; nous la rap- 
porterons à ses axes ; nous désignerons par 

^11 ^Vi S6' • * * 1 %in 

les coordonnées par rapport à ces nouveaux axes. Nous défini- 
rons 7^2, f\^^ ... de la même manière, c'est-à-dire que nous aurons 
entre les V et les tj les mêmes relations linéaires qu'entre les Ç' et 
les \. 

Dans ces conditions, nous aurons 

les sommations étant étendues aux valeurs paires de i. 

Le changement de variables sera donc canonique et le sys- 
lèine (10 bis) deviendra 

D'ailleurs il est clair que 

la sommation étant étendue à toutes les valeurs de l'indice i. Le 

changement de variables est donc canonique et le système (^) 

devient 

r ,, d^i dK dy{i dK 

Si Ton tient compte de la forme de S^, Tj, S* , T^, on voit que 
les systèmes (28) et (28 bis) deviennent 

di'i , dr{i 
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d'où 

{/= A,cos(y/«-+-A/), t// = — A/sin(Y/^-HA/), 

A/ et hi étant des constantes arbitraires. 
On déduit de là 

?/* -*- ^<i* = const. 

Ce sont les intégrales quadratiques du n" 148. 
En les combinant, on trouve 

les sommations étant étendues, soit à toutes les valeurs paires, soit 
à toutes les valeurs impaires de i. Ce sont les intégrales du 
n" 144. 

Dans le cas des variables obliques, un des y est nul ; soit 

il reste 

dt "" ~~dr " °' 

d'où 

Ç',„= const., 7j',„ = const. 

Ce sont les intégrales linéaires du n° 149. 

On voit avec quelle facilité on retrouve tous les résultats du 
Chapitre précédent. 

lo2. Limitation des excentricités et des inclinaisons. — Ces 
formules nous donnent le moyen de trouver des limites supérieures 
que les excentricités et les inclinaisons des planètes ne pourront 
jamais dépasser. (Bien entendu, si Ton tient compte seulement des 
termes de rang zéro et que l'on néglige les puissances supérieures 
des excentricités et des- inclinaisons.) 

Nous avons trouvé plus haut les intégrales 

î^* + v,? = A?, 

d'où, pour un angle quelconque s, 

I ^i cos £ -h r// sin £ I < A/ ; 
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les A| sont des constantes que Ton peut regarder comme des don- 
nées de la question, puisqu'il est aisé de les déduire des valeurs 
initiales des Ç et des tj, et que l'on peut supposer positives. 

Si Ton se reporte maintenant aux équations (20) du n° 148, on 
verra que Ton peut supposer que l'on a 

J'observe en passant que C/a, de même que D,>, représente le 
cosinus de l'angle que fait l'ancien axe des Ça avec le nouvel axe 
des Ç^. ; on a donc 

On aura donc 

Ça cose -+- Tja sine = V Ca (ii cose 4- yj;- sine), 

«t, par conséquent, 

Ça cose -+- YjA sine I < V A/JG/a |. 



Or je puis toujours trouver un angle s tel que 



Ça cose -h Tj A sine = V'ÇÀ-hTjJ. 
Il en résulte que 

C'^5) S/Jf^l <^^i\CiAl 

ce qui nous fournit une limitation des excentricités et des incli- 
riaisons. 

Il est un cas où cette limitation devient illusoire. Nous avons en 
effet 

pi= I-i(i -/i — e*), p,= (Li— p,)(i — cosi), 

Ou, en négligeant les puissances supérieures des excentricités et 
des inclinaisons, 

pi=L,--, p,= L, -. 

Or 

a, e et i désignant le grand axe, l'excentricité et l'inclinaison de 
la première planète. 



'JlZo chapitre VIII. 

Il en résulte que 

contient en facteurs la masse m\ ; cette expression est de l'ordre 
de cette masse multipliée par le carré de l'excentricité. L'inéga- 
lité (aS) nous donne donc une limite supérieure du produit m', e*, 
soit 

d'où 



e< 



[/è, 



Si la masse m\ est très petile, cette limite supérieure de e pourra 
être très grande et n'avoir aucune valeur pratique. 

Il est donc nécessaire d'examiner en particulier le mouvement 
d'une petite planète sous l'influence perturbatrice d'une ou plu- 
sieurs grosses planètes. 

Supposons que la petite planète soit la première planète, c'est- 
à-dire que m\ soit très petil. On aura alors 

à des infiniment petits près d'ordre supérieur. 
On pourra poser alors 

où ^0 dépendra seulement des coordonnées des grosses planètes, 
ou plutôt de celles des planètes fictives correspondantes, et des 
dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. Quant à la 
fonction ^i , elle dépend des coordonnées de toutes les planètes et 
des dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. La masse nti 
est infiniment petite, mais ^q ^^ ^i sont finies. 

Formons maintenant nos expressions R, R2, R^, R^, S^, T",, 
S'j, T^. Dans chacune de ces expressions, dans S^ par exemple, 
distinguons les termes qui proviennent de ^0 et ceux qui pro- 
viennent de /Wi ^1 ; les premiers seront finis, les autres seront de 
l'ordre de m|. 

La fonction S'^ est un polynôme entier par rapport aux n va- 
riables excentriques 
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La première de ces variables se rapporte à la petite planète; elle 

est donc de Tordre de y//w, ; les autres se rapportent aux grosses 
planètes et elles sont finies. Soit alors 

S; = P,-f-Pi-f-2tiP,-f-P«îî, 
où P2 -h Pj est un polynôme du second degré en 

S3ï • • • » Çt/I— If 

Pi un polynôme du premier degré par rapport aux mêmes variables 
et Po une constante. 

P2 représente l'ensemble des termes provenant de ^©5 etPj celui 
des termes provenant de mi^i, Quant aux termes 

aÇiPi+Poîî, 

ils proviennent tous de nti ^1, car ^0 ^^ dépend pas des coordon- 
nées de la petite planète, ni par conséquent de ^i. 
Le polynôme Pj est donc fini, tandis que 

P;-4--2ÎiPi-+-Poîî 

doit être de l'ordre de m |. Et comme $1 est de l'ordre de ^m^ , nous 
devons conclure : i" que les coefficients de P2 et la constante Pq 

sont finis; 2° que les coefficients de P| sont de l'ordre de ^nii ; 
3® que les coefficients de P!j sont de l'ordre de m|. 
Si donc nous posons 

P; = /n,Qi, Pi = v^Q„ 
d'où 

Si=P,^/n,Q;-4-2/;^?,Qi4-Po$î, 

les polynômes 

Pî, Q;» Qi, Po 
seront finis. 

Nous avons à chercher les axes de la surface du second degré 

Elle diffère peu de la surface 

P,-hPo5Î = i. 

L'un des axes de celle-ci est l'axe des Ç|, les autres sont perpen- 
diculaires à l'axe des Ç| . L'un des axes de la surface S2= i (à part 
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un cas d'exception dont nous parlerons plus loin) fait donc avec 

l'axe des Ç| un angle très petit de l'ordre de ^nti. Si donc nous 
reprenons nos cosinus directeurs C/a, nous voyons que 

Ci, 3, C|,5, ..., C|,i/i_i, 

Cs,!, Cj,!, . . . , Cj/t_ij 



sont très petits de l'ordre de y/mi. 

Reprenons alors l'inégalité (25) en l'appliquant à la petite pla- 
nète ; nous aurons 

Je dis que le second membre est de l'ordre de \/mi. En effet, je 
dis que A, est de l'ordre de y//?i, ; c'est en effet la valeur initiale de 



/??-+- T/,^ 



Or 

si — ?i Cil -*- 5îC|3-h. . .-H 5î/i-i Ci,trt_i. 

La valeur initiale de Ç', est de l'ordre de yZ/Wi, parce que la 

valeur initiale de $i est de l'ordre de y//?î| et que Cu, . . ., Ci,2/i-< 

sont aussi de l'ordre de y/m|. Il en est de même de la valeur ini- 
tiale de t/^ et, par conséquent, de A| . 

Le premier terme A| |Ci 1 1 est donc de l'ordre de y/mi et il en est 
de même des autres parce que 

sont de l'ordre de y/m|. 
On a donc 

v/fîT^</mTH, 

H étant fini. Mais on a, comme nous l'avons vu, en négligeant les 
puissances supérieures des excentricités et celles de la masse /W|, 

OÙ M est la masse du Soleil, a et e le grand axe et Texcentricité de 
la petite planète. On a donc 

II 

y/M a 
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ce qui nous donne, pour l'excentricité, une limite supérieure 
Jinie, 

Il y a cependant un cas où ce qui précède serait en défaut, ce 
serait celui où la surface du second degré 

Pi+Po?î = i 

aurait deux axes égaux (l'un de ces deux axes étant l'axe des $|). 
Nous ne pourrions plus affirmer alors que ses axes font des angles 
très petits avec ceux de 82= i . 

Pour nous en rendre compte, supposons n = 2 de façon que la 
surface S'^= 1 se réduise à une ellipse dans un plan. Cette ellipse 
difl'érera très peu de l'ellipse P2-|-Po$î=i qui a pour axes les 
axes de coordonnées. Les axes des deux ellipses différeront très peu 
les uns des autres et, par conséquent, très peu des axes de coor- 
données. Mais, si la seconde ellipse se réduit à un cercle, nous 
n'aurons plus le droit d'affirmer que les axes d'une ellipse très peu 
différente de ce cercle sont très peu diflerents des axes de coor- 
données. 

On peut arriver aux mêmes résultats d'une autre manière. 

Nos équations peuvent prendre la forme suivante : 



Nous 



aurons 



-(X-—- (t = 3, D, .. , 2/1 — 1), 



dt ^ d\i 

car les termes P^ et 5i P< sont négligeables devant P2. 

De ces équations et des équations analogues pour les $/, on dé- 
duit par le procédé ordinaire les variations séculaires des excen- 
tricités des grosses planètes. Alors \i et t\i sont donnés sous la forme 
d'expressions linéaires par rapport à certains cosinus et sinus de la 

forme 

cos(y/-+-/i), sin(Y^-»-A). 



Il vient ensuite 



dr^ 



- =2|xP,-i-!2[xPo$,, 



dt 
OU 



> 
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car P| est linéaire par rapport aux Ç/, et, par conséquent, par rap — 
port aux cos(y^ -+- h). 

On satisfera à cette équation et à sa conjuguée 

-^ -+-2jxPoT)i=2Asin(Y^-f-A) 

en posant 

,. , , v^ A cos(y/ -h A) 

5, = acos{^ot-\-ho)-h > —^ , 

^d Yu — Y 

• / * j. \ \? Asin(Y<-h A) 
T„=— asin(Yo^-HAo)- >, -^^^— > 

où Yo = — 2[jlPq et où a et A© sont des constantes arbitraires. 

Cette expression demeurera très petite, à moins que y© ^^ soit 
égal à l'un des y, ce qui correspond au cas où notre surface du 
second degré aurait deux axes égaux. 

Ce que nous venons de dire sur les excentricités s^appliquerait 
sans changement aux inclinaisons. 

Le Verrier a montré, dans le Tome II des Annales de VObser- 
vatoirCy qu'il existe, entre Jupiter et le Soleil, une position où une 
petite planète pourrait, sous l'action de Jupiter et de Saturne, 
acquérir de grandes inclinaisons, parce que le cas d'exception dont 
nous venons de parler se trouverait réalisé. 



CHAPITRE IX. 

THÉORIE COMPLÈTE DES PERTURBATIONS SÉCULAIRES. 



153. Nous avons ramené la recherche des variations séculaires 
<ies excentricités et des inclinaisons, c'est-à-dire la recherche des 
t^ermes de rang zéro des inconnues Ç et rj à Tintégration d'un sys- 
tème d'équations canoniques 

^ , d^i dK d^i rfR 

^t nous avons vu comment cette intégration pouvait être effectuée 
<]uand on négligeait dans R les quatrièmes puissances des \ et 
<Ies 7^. 

Je me propose maintenant d'intégrer complètement le sys- 
tème (i). Je vais montrer en effet que les équations (i) peuvent 
^tre ramenées à la forme des équations (lo) du Chapitre VII et que, 
jpar conséquent, tous les théorèmes de ce Chapitre leur sont appli- 
<;ables. 

Si nous faisons maintenant le changement de variables du n^ 151, 
iios équations resteront canoniques et deviendront 



C^) 



dt ~ ^ dr{i' 
dr^'i d^ 



154. Second changement de variables. — Grâce à la petitesse 
des excentricités et des inclinaisons, les termes du développement 
du n» 143 

C3) R = Ro-f-R,-hR4-4-... 

>ont rapidement en décroissant. Pour mettre ce fait en évidence. 
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on peut faire un nouveau changement de variables qui ne nous 
sert que pour mieux faire saisir certaines analogies, mais qu'il 
faudrait se garder de faire effectivement dans la pratique. Posons 

e étant un coefficient de Tordre des excentricités et des inclinai- 
sons. Posons en outre 

d'où 

S = S, -+- £* Sv -f- e* Se -^ . . . . 

On voit que S est développable suivant les puissances de e^, des 
$'' et des 7i", et que S^ est homogène d'ordre p par rapport aux $" 
et aux Tj". 

Nos équations deviennent alors 

d\\ dS di{i dS 

^^^ -di^-^d^r -dï^^d^r 

155. Troisième changement de variables. — Posons maintenant 

K = /â?/ cos wj, Yj'; = v/rp/ sin wj ; 

nos équations conserveront la forme canonique et s'écriront 

, . , dp'i dS do>'i __ dS 

^^^ dF^'-^d^'/ IT-^d^Y 

Nous avons, en reprenant les notations des numéros précé- 
dents, 

R,= s;-4-Ti^s';-f-T'; = £«s, 

et 

-'i^(Ti-f-T';)=2ï'-^'''- 

Nous tirons de là 

^' = - ïît 2f '^^'' -^ '>'' > = - ïi 2f'p'- 

Nous pouvons voir alors Tanalogie complète des équations (5) 
avec les équations (lo) du Chapitre VII. 
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On voit que : 

[jlS joue le rôle de F, 

les p' jouent » des L, 
les to' » » des X, 

6* joue » de fi. 
En effet : 

i" La fonction S est développable suivant les puissances de e^; 

2" Pour £2= o, elle se réduit à Sj et S2 ne dépend que des p" ; 

3** Il n'y a, en général, entre les dérivées de S2, aucune relation 
linéaire à coefficients entiers, puisque les y/ sont des données em- 
piriques indépendantes. 

Cela est vrai du moins quand, toutes les planètes se mouvant 
<lans un même plan, il n'y a lieu de s'inquiéter que des excentri- 
<îités et non des inclinaisons; mais, s'il y a lieu de tenir compte des 
inclinaisons, nous avons vu au n" 149 que l'un des y était nul. 

Je montrerai plus loin, au n° 165, comment on peut se tirer de 
<îette difficulté; je me borne à renvoyer à ce numéro afin de ne 
pas interrompre l'exposition. 

4** Enfin S, qui est développable suivant les puissances des ^" 
^t des Ti", est une fonction périodique des w". 

136. Tout ce que le Chapitre VII nous a appris au sujet des 
équations (10) est applicable aux équations (5). 

En première approximation, c'est-à-dire en négligeant s^ et en 
is'éduisant S à S^, on trouve 



^)U 



p}t= const., to/ = — Yi7-hconsi. 

Ces formules résument les résultats obtenus dans le Chapitre 
précédent. 

On peut pousser l'approximation plus loin et appliquer la mé- 
thode de Lagrange; on trouvera ainsi, pour nos inconnues p", w", 
Ç'', yf^ des développements de la forme 



\ 
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où A et A sont des constantes et où 

les ki étant des entiers. 

Ce sont les constantes — y* V^h ^^ effet, jouent ici le rôle des 
moyens mouvements /i/. 

Dans ces développements, remplaçons t par t quand il est en 
dehors du signe cos et que l'exposant a de e^ n'est pas nul; sous 

le signe cos, remplaçons v/ par \]Xr|iv,-. Dans le premier terme 

du développement de o>]|-, où t est en dehors du signe cos, mais 
où l'exposant a est nul, remplaçons — y/^ par w/; nous obtien- 
drons ainsi pour 

des développements de la forme 

V(£«)«Ax"»cos( Vx-nP^-i-Aj. 

Ces développements sont ceux du Chapitre V] ; on satisfera donc 
aux équations (5) en y substituant 

quelles que soient les constantes c et e/. 

On y satisfera encore, en vertu du Chapitre VII, en substituant 
dans les développements 

les Yi étant des constantes déterminées légèrement différentes des 
Yi, et les X3i des constantes arbitraires d'intégration. 

Les Y^- sont développables suivant les puissances de e* et se ré- 
duisent aux y/ pour e^=o {cf. n" 131). 

L'importance de ce résultat est très grande; nous avons vu en 
«effet qu'en négligeant les puissances supérieures des excentricités 
et des inclinaisons, Lagrange et Laplace avaient démontré que ces 
-excentricités et ces inclinaisons devaient toujours demeurer très 
petites, d'où résultait la stabilité du système solaire. 

Cela restait-il vrai quand on tenait compte de ces puissances 
supérieures? On en pouvait douter, car, en appliquant aux équa* 



.^=s J 



«s^-s J 
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lions (5) la méthode de Lagrange, on voyait s'introduire d( 
termes séculaires. A vrai dire, en prenant la question par ui 
autre voie, on pouvait démontrer que la stabilité subsistait. C 
Tavait fait en tenant compte de R4 par une méthode dont noi 
dirons un mot plus loin, mais on pouvait se demander si l'on 
réussirait encore en tenant compte des termes d'ordre supérieu 

Les considérations qui précèdent résolvent complètement 
<]uestion, en ce? sens que le procédé que nous venons d'expos' 
permet toujours de faire disparaître les termes séculaires. 

Les développements 



<6) 



2^') 



* Ax'" ces 



(2*"'+'^) 



peuvent, comme nous l'avons vu au n? 138, s'obtenir de la façc 
suivante : 

Dans ces développements (6), faisons d'abord t = o, puis rer 
plaçons vPi par «v-f- (yi — y/)^, ils deviendront 

Si l'on développe ensuite suivant les puissances de t, on retor 
bera sur les développements (6). On comprend mieux ainsi d'( 
provenaient les termes séculaires qui figurent dans ces développ 
ments (6). 

Dans les développements (6) figurent in constantes arbitrair 
«i l'on a /i + I corps, c'est-à-dire n planètes. Les coefficients A el 
jQe dépendent que de ces ^n constantes. 

On peut choisir pour ces constantes les valeurs initiales 



i 



"0 ^".0 



<le nos 4^ inconnues. Mais, ainsi que je l'ai expliqué au n° 133, 
«st possible de faire ce choix d'une infinité d'autres manières. No 
i^errons bientôt quelle est la plus convenable. 

157. Tout ce que nous avons dit jusqu'ici s'applique au c 
général des équations (10) du Chapitre VII. Mais nos équations ( 
sont d'une forme particulière, d'où résultent pour elles certain 
propriétés analogues à celles que nous avons démontrées ai 
n**» 134 et suivants. 



240 CHAPITRE IX. 

Nous avons vu en effet que S est développable suivant les puis- 
sances des $'' et des rf. Posons en effet 

fxS = [xS,-he»U 

de telle façon que [jiSa joue le rôle de F© et U celui de F|. 
Soit, d'autre part, 

de telle façon que AÇ se réduise à ~ quand on fait 

Nos équations deviendront alors 

. ».« H . à^ ... ».- . dV 

(7) Aj;- Y/^ï = - eî ^r;^, AV;-+- Ti«= 6*;777,> 

analogues aux deux dernières équations (33) du Chapitre Vil. 
Je choisirai pour nos 4 ^ constantes les valeurs moyennes de 

\"i cos w/-h T\i sin tv/, 
Ç"- sin «'/ — Tj} cos tv/, 

que je désignerai par E/ et E]-; je puis supposer d'ailleurs £)•= o 
sans restreindre la généralité. Nos formules contiennent en effet 
6/î constantes arbitraires E/, E^. et m/, c'est-à-dire 2/1 de trop; c'est 
d'ailleurs ce que nous avons fait au Chapitre VII. 

Ce que nous allons chercher à démontrer, c'est que nos déve- 
loppements procèdent suivant les puissances de 

E| cos tv/, E| sin tv/, 

et nous voyons déjà que l'on a, en première approximation, 

\"i = E/ cos w/, T)ï = E/ sin wt. 

Nous allons le démontrer par une analyse toute semblable à celle 
du n** 13o. Posons 

<le telle façon que 
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étant différentielle exacte, nos équations deviennent 

(7 bis) AXa4-*yaXa = ^^^'^Y"-' AYjt— t7A:YA- = — î^'s' j^- 

(J'ai remplacé les indices / par les indices k afin d'éviter toute 

confusion avec i= y/ — i). 

Les seconds membres de (7 bis) sont développables suivant les 
puissances des X et des Y. Ce que je me propose de démontrer, 
c'est que les X et les Y vont être développables suivant les puis- 
sances de 

Cela est vrai en première approximation, où l'on trouve 

Je suppose que cela soit vrai en (n — i)»ê>ne approximation cl je 
me propose de démontrer que cela est vrai en /i**"'*'. 
Nos équations peuvent s'écrire 



l \{\k€-'^k)=z iW^e-i^k 



d\k 

A(Ya.c'^*) = — 2te«c'^* ~, 

analogues aux équations (89 bis) du n^ 135. 

Les dérivées de U sont développables suivant les puissances 
des X et des Y; et, comme ces quantités, en {n — lycra® approxi- 
mation, sont développables suivant les puissances des E)t(?^'^*, il 
en sera de même des dérivées des U. 

Nos équations (8) sont donc de la forme 

lu = 1», 

équation (4o) du n" 133, où v est une fonction connue de t, des Ea 
et des fVA, de telle façon que re"^* soit développable suivant les 
puissances de t et des E^t^-'**'*, le nombre s étant égal à — 1 dans 
la première équation (8) et à -f- i dans la seconde. 
En d'autres termes, on a 

(9) ^=2aJJ(EJ/)t".c'2'''--. 

A est un coefficient constant, m un entier; I 1 Ej' représente 
P. — J. i(J 
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le produit 

Cj r.^ ... Cj^,. 

Les q et les p sont des entiers satisfaisant aux conditions 

qj^Pj (mo(l2), qj=\Pj\ (J<^)y 

Çk^PA-^s (mo(l-.>.), qA'^\pk-^s\j 

analogues aux conditions (4^) du n" 135. 

Nous avons vu au u? 135 que u sera de la même forme que i' à la 
condition que l'intégration soit conduite de telle sorte que la valeur 
moyenne de u soit nulle, ou soit égale à un développement de la 
forme (9). 

Cette condition est remplie, car nous conduisons nos intégrations 
de telle façon que les valeurs moyennes de Xyte"'**'*, Y^e'**'* soient 
l'une et Fautre égales à E;t; on a donc 

Val. lîioy Xa e-'''»i = r -"«» ( E^e'^n ), 

Val. nioy Y^e'^^'i = 6''»i (K^ <?-'"•*)• 

Ces valeurs moyennes sont donc bien de la forme (g); il en est 
donc de même des inconnues qui jouent le rôle de u dans les 
équations (8), c'est-à-dire de X^e"'**'*, Y^e'**'*, le nombre s étant 
égal à H- 1 pour la première, à — i pour la seconde. 

Cela veut dire que Xyt et Ya sont développables suivant les puis- 
sances des Ee^'**'. 

158. Nos équations (5) ne changent pas quand on change 

*> Kfi 'il 

en 

quelle que soit la constante h. Dans ces conditions, les valeurs 
moyennes E^ et E'^^, qui nous servent de constantes d'intégration, 
se changent en h^k et en hK\, 

Nous avons supposé E'y^=o; mais nous voyons que si nous 

changeons s en , > E^ en AËa, nos inconnues ÇJ- et r{; se changent 

en Ai/ et /iV|, tandis que 

V — . et" i*' — e*." 
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ne changent pas. Donc $^- et r^^ sont développât les suivant les 
puissances de 'z et de 

les coefficients du développement ne dépendant plus d^ ailleurs 
ni de £, ni de t, ni des E, ni des w. 

Cette circonstance nous montre bien Tinutilité pratique du 

changement de variables du n* 154 qui ne nous a servi que pour 

^faciliter l* exposition. Nous supposerons donc dans la suite e = i . 

159. Nos équations ne changent pas quand on change les signes 
Je toutes les inconnues Ç" et t^^ car la fonction S ne contient que 
des termes de degré pair par rapport à ces inconnues. 

Changer tous ces signes, c'est changer aussi les signes des va* 
leurs moyennes Ej^. 

Si donc nous changeons les signes des valeurs moyennes E;t, 
xious changerons les signes de toutes nos inconnues; d'où cette 
^conséquence : 

Les développements des Ç" ou des r^ (ou, en faisant e = i , ceux 
^es Ç' ou des tj') suivant les puissances des 

Ex: ces (Vji-, E^ sin (v^ 
^^e contiendront que des termes de degré impair. 

Si nous nous rappelons que les \ et les r\ sont des fonctions 
A inéaires des $' et des yj', nous verrous que les \ et les ri peuvent se 
^^développer suivant les puissances de 

On satisfait aux équations du mouvement en faisant dans ces 
développements 



= o, 



WA= — Y'^./H-nyx. 



Alors les Ç et les ri sont développables suivant les puissances 



de 



E* cos(ya- t — WA ). Ea sin ( ya t — wa) ; 



les développements ne contiennent que des termes de degré im- 
pair. 
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160. Nous avons vu au Chapitre VU (n** 136) que les n\ sont 
développables non seulement suivant les puissances de [jl, mais 
suivant celles de E^. 

De même ici les y^. seront, comme les Ç et les tj, développables 
suivant les puissances des 

Ejt cos Wji., Ejt sin wi^ 

et, comme ils doivent être indépendants des iv, suivant les puis- 
sances des EJ. 

Les E/t, quand on suppose e = i, sont des quantités très petites 
de l'ordre des excentricités et des inclinaisons. 

Quand on fait EJ= o, les y^. se réduisent aux y/. 

Remarquons que les y/, d'après leur définition, sont déjà des 
quantités très petites de l'ordre de [x; les différences yj- — y, seront 
plus petites encore et de Tordre de [jlE^. 

161. Symétrie. — J'observe que nos équations ne changent pas 
quand on change ^ en — f , et yj eh — yj. 

Si donc nous changeons iv en — w, t en — t, sans changer les E^, 
les Ç ne changeront pas et les r^ changeront de signe. 
Nous pouvons faire 

quitte à faire ensuite 

alors les développements des \ suivant les cosinus et les sinus des 
multiples des w ne contiendront que des cosinus et ceux des t^ ne 
contiendront que des sinus. On aura donc 

(lo) < 

Oll 

qj^Pj (mod-2), qj=\Pjl 

C'est là une conséquence de la symétrie par rapport au plan des 

162. Si Ton fait tourner le système d'un angle quelconque s au- 



THÉORIE COMPLÈTE DES PERTURBATIONS SÉCULAIRES. '^.4^ 

tour de Taxe des .Ta, nos équations ne changent pas et Ç, t] se 
changent en Çcoss -|-yi sins, — Ç sins -f-T^ coss. 

Si donc nous augmentons tous les try d'une même constante £, 
les expressions 

5 -f- ir^, $ - in 

doivent être respectivement multipliées par 
On aura donc 

A COS (^2/?y iVy-4-2/>y£J -H t A' Sin ^ 2/?y tVy-l-^^yej 

= e^'2 ( A ces ^^Pj wy-f- iX' sin ^py«»'y ) , 
<l'où 
<ii) A = A', ^pj = ^i, 

<;onditions nouvelles auxquelles doivent satisfaire les développe- 
Jinents (lo). 

163. Nos équations ne changent pas non plus quand on change 
Mes signes de toutes les variables obliques. C'est là une conséquence 
de la symétrie par rapport au plan des ^1^2» 

D'après nos conventions, les indices impairs correspondent aux 
"Variables excentriques $1 et r^i et aux constantes E^ correspon- 
dantes; les indices [)airs aux variables obliques $/ et tu et aux con- 
stantes Ef( correspondantes. 

Si donc nous changeons les signes de toutes les constantes Ea 
cd'indice pair, les ; et les r, d'indice impair ne changeront pas, les £ 
eît les f] d'indice pair changeront de signe. 

Donc, dans les développements (10), les sommes 



!.■"■ 2 



PJ^ 



étendues à toutes les valeurs paires de l'indice y, sont paires pour 
les variables excentriques, et impaires pour les variables obliques. 
C'est le contraire, en vertu du numéro précédent, pour les mêmes- 
sommes étendues à toutes les valeurs impaires de l'indicey. 
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164. Intégrales diverses. — Les équations (lo) nous donnent 
les Ç et les vj sous la forme de séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes des 

(l-Jt) E^ cos wji^ Ea sin w/t. 

On peut résoudre ces équations par rapport aux quantités (12) 
et l'on trouve alors 

, .,, i Eacos«va=<?a(5,tq), 

les seconds membres étant des séries procédant suivant les puis- 
sances des i et des tj. On en déduit les intégrales 

(i4) oJ-4-4;î=Ej=consl. 

Nos équations possèdent donc des intégrales développables sui- 
vant les puissances des $ et des y;. Supposons que, négligeant les 
puissances supérieures des Ç et des Tj, nous réduisions R aux pre- 
miers termes de son développement 

de sorte que nos équations deviennent 

di __ d(Rf^]\,,) dfi _ 6^(Rt-HR0 

dt'^ ^ dti ' di "^ d^ 

Négligeons également dans le premier membre de (i4) les 
sixièmes puissances des $ et des vj, et soit 

V,-+-V, 

ce qui reste de ce premier membre après cette réduction (il est 
clair que ce premier membre ne peut contenir que des termes de 
degré pair; V2 et V^ représentent donc respectivement les termes 
du deuxième degré et ceux du quatrième). 
On aura alors identiquement 

2(d\\ dK^ __ dW^ dK^\ Y ("j^ d^ _^ d^t\ _ 
\ dl dr^ d^ di ) '^Zà \ d\ dr^ dri d\ ) ~ ^ 
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M. CellérJer, de Genève, avait déjà remarqué qu'il existe des 
polynômes Vj et V4 satisfaisant à ces identités. 

Cette remarque lui avait déjà fait soupçonner la possibilité de 
faire disparaître les termes séculaires, possibilité qui vient d'être 
complètement établie. 

I60. Au n** 155, j'ai fait observer que, quand les planètes ne se 
mouvant pas dans un même plan, il y avait lieu de calculer non 
seulement les perturbations séculaires des excentricités, mais en- 
core celles des inclinaisons, on rencontre une difficulté, provenant 
de ce qu'un des coefficients y est nul. 

II est temps de revenir sur celte difficulté et de montrer par 
c[uel artifice très simple on peut l'éliminer. 

Nous avons vu quelle était la forme des intégrales des aires; elles 
peuvent s'écrire 

H = ^L — Np = const., 



U =^^rïiW l^i— pi— ^ = const., 



const. 

^c/. n" 144). Elles subsistent quand on réduit les L, les p, les Ç 
^t les Ti à leurs termes de rang zéro. Cela revient en elTet à déve- 
lopper les inconnues suivant les cosinus et les sinus des multiples 
^es iv et suivant les puissances de a et de jjlt = t', et à faire en- 
ssuite [jL=:o, 1' restant fini; les intégrales des aires, vraies pour 
•outes les valeurs de u, subsisteront évidemment pour [ji = o. 

Choisissons le plan*invariable [)0ur plan des x^ x^ ; les intégrales 
XI et V seront nulles. 

Je dis que, dans les équations (1), nous pouvons alors renw 
placer R par R-f- aU^-h aV^, a étaiit un coefficient constaift 
quelconque. On a en elTet 

rf(RH-(zU»H-aV«) dV. ^,d\} ^,d\ ^R 

dli d\i d\i d\i d\i 

puisque U et V sont nuls, et de même 

c^(R-4-aU»H-aV») rfR 

— ^^— ^— — ^-^^^■^^-^^^^.— ^-^-^— ^-. ^"" — • 

dr^i df,i 
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On obtient ainsi les t*quations 

, ^ d^i €/(R-+-aU*-+-aV») ffrn rf(R -4- aU*-+- aV*) 

' dt ' dr,i di ^ d\i 

Cela ne veut pas dire que toutes les intégrales de (i5) appar- 
tiennent à (i) et inversement, mais seulement que le système (i5) 
et le système (i) ont une infinité d'intégrales communes, à savoir 
celles qui satisfont à la condition U = V = o; nous ne restrei- 
gnons pas la généralité en nous bornant à envisager ces inté- 
grales. 

Cela revient en effet à supposer que le plan invariable est le 
plan des X\X^\ et nous pouvons toujours choisir les plans de coor- 
données de façon à satisfaire à cette condition. 

Comparons maintenant les fonctions 

R, R-f-a(L«4-V*). 

Je dis que la seconde de ces fonctions est de la même forme que 
la première. Elle est en effet développable suivant les puissances 
des \ et des y; et ne contient que des termes de degré impair par 
rapport à ces variables. 

Envisageons maintenant les termes du second degré; ils s'écri- 
vent 

011 

r,= s;-+-t; + s;-+-t:. 

On voit que les quatre expressions 

peuvent jouer le rôle de Sj, T'^, S'^, T^, car les deux premières ne 
dépendent que des variables excentriques, les deux dernières dé- 
pendent seulement des variables obliques; d'autre part, la pre- 
mière et la troisième dépendent seulement des Ç, la deuxième et la 
quatrième seulement des r, ; enfin la première et la troisième sont 
formées avec les Ç, comme la deuxième et la quatrième avec les T|. 

l^a fonction 

Il ^ 2( L'î— V-') 
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Les équations (i5) prouvent que 

De plus, comme H, U et V sont des intégrales de l'équation (i) - 

on aura 

[H,R] = [U,R] = [V,R] = o. 

Il est aisé de vérifier, d'autre part, que l'on a 

[U,V]=-H, [U,H] = V, [V,H]=-U. 

On conclut de là 

[H, R-i-«U»-haV«]=o, 

ce qui montre que H est une intégi*ale des équations (i5). 

On a donc 

H = consi. 

On trouve, d'autre part, 

-^=2aHHV, _=-2afxHU, 

d'où, en se rappelant que H est une constante, 

(iC) U = Asiii(2aîJLH^-4- p), V = X cos ( i ol ^U i -k- p), 

où A et fi sont des constantes d'intégration. 

167. Je ne veux pas quitter ce sujet sans avoir expliqué la signi- 
fication géométrique des équations (i5). Pour bien la faire com- 
prendre, supposons que nos inconnues $ et r, soient regardées 
comme des fonctions de deux variables indépendantes t et a, défi- 
nies par les équations difierentielles 

(17) 

et la première question qui se pose est celle de savoir si ces deux 



di di\ 
d: ^ dr, ' 


dr, 
d- 


dïK 


d\ _ rf(U»+V«) 
du ^ dr^ 


dr, 
du 


^(Uî-+-Vî) 
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systèmes (17) et (18) sont compatibles. Nous trouvons en effet 
rf*J d /dR\ ^[dR ,., .,,1 

d^dJi^-^û^. 5Ï^ -^i Si '"J- 

Ces deux expressions sont-elles identiques? Oui, car les équa- 
tions (i) admettant U^-h V^ comme intégrale on a 

[R, U«-H V*] = o. 
En différentiant cette identité par rapport à tj, il vient 

C. Q. F. D. 

Les deux systèmes sont donc compatibles; si alors je fais 

T = /, u = const., 

je retombe sur le système (1), et si je fais 

T = /, M = a/ -f- const.. 

je retombe sur le système (i5), de telle façon que, de la solution 
générale du système (17), (18), je déduis immédiatement la solu- 
tion générale soit du système (1), soit du système (i5). 

Envisageons en particulier les équations (18) et supposons que, 
u étant une variable indépendante jouant le rôle du temps, les varia- 
tions des $ et des /j scJlent définies par ce système (18); quelle sera 
la nature de ces variations? 

Je considère la figure formée par les n-{- 1 corps, ou, si Ton 
aime mieux, par le Soleil placé à l'origine et par les n planètes 
fictives définies au Chapitre II et dont nous avons appelé les coor- 
données x'^ , et en outre par les vecteurs qui représentent en gran- 
deur et direction les quantités de mouvement de ces planètes fic- 
tives et dont nous avons appelé les composantes y^ . 

Soit ^ une fonction quelconque ne dépendant que des distances 
mutuelles des n planètes fictives et de l'origine et en outre des 
grandeurs des vecteurs (y^y^j y'^i)^ •••5 ^^ ^^s angles que font 
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ros vecteurs entre eux ou avec les droites qui joignent les n pla- 
nètes fictives et Torigine. En un mot, soit ^ une fonction indé- 
pendante du choix des axes de coordonnées. 
Je dis que roii aura 

(19) [<I>,U«-f-V«]=o, 

car on a 

(20) [<!>, H] = [*, U] = [*, VI = o. 

Et en effet, pour établir que les équations du problème des trois 
corps admettent les intégrales des aires, nous nous sommes sim- 
plement appuyés sur ce fait que la fonction F était indépendante 
du choix des axes. Donc le système 

^ _ ûH> dfi _ d^ 

dt ~" dy'i^ dt ~" dx'i 

admettra les intégrales des aires, ce qui entraine les égalités (20) 
et, par conséquent, l'égalité (19). 

Mais cette égalité signifie en même temps que ^ est une inté- 
grale des équations (18). 

Reprenons alors la figure dont nous venons de parler et qui est 
formée de l'origine, des planètes fictives et des vecteurs 

(' ' ' \ 
y\^ y\t yz )i • • • • 

De ces données, on peut déduire les orbites osculatrioes des di- 
verses planètes fictives et le vecteur des aires OA dont les compo- 
santes sont U, V, H, de sorte que ces orbites et ce vecteur peuvent 
être regardés comme faisant partie de la figure. 

Eh bien, si les variations de cette figure étaient définies par les 
équations (18), cette figure se déplacerait à la façon d*un corps 
solide^ sans se déformer, puisque toute fonction ^ indépendante 
du choix des axes demeurerait constante. 

L'origine, d'ailleurs, dans ce mouvement, demeurerait fixe, de 
sorte que ce mouvement se réduirait pendant un instant à une ro- 
tation autour d'un certain axe instantané 01 passant par l'origine. 

Pour trouver cet axe, revenons des variables 
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ux variables primitives x'i et j^^. ; le système (18) demeurera cano- 
ique, puisque le changement de variables qui lient les deux sjs- 

t,émes de variables est un changement canonique. 

Observons d'ailleurs que le système (18) devrait naturellement 

^ tre complété par les équations 

du^ ^ dk ' du " ^ dL 

L'addition de ces équations ne nous gênera pas, puisque U^ -h V- 
c dépend pas des X; d'où il résulte : i® que les L sont des con- 
sentes; 2** que nous n'avons pas à nous préoccuper de calculer la 

, . , dX 
«rivee -y-« 
du 

Si donc nous revenons aux variables x' et j^, notre système 
^viendra 

dx'i rf(U«-f-V») dr'i rf(U«-+-V«) 



"^^ec 



du ^ dy'i du ^ dx'i 



U=2 (^'iri-^iy.), V=2 Koo\y\-x\y\) 



zrf. Chapitre II). 
Il vient alors 



dx' 



Si le point x\^ x\^ x\ est situé sur l'axe 01, on doit avoir 

dx\ 
du 
, par conséquent, 



= o 



a?3 = o. 



onc l'axe instantané OI est dans le plan des x^x-i. 
D'autre part, le vecteur des aires OA doit être constant en gran- 
^ur; sa projection H sur le plan des ^1:^2 est constante également 
risque H est une intégrale. Ce vecteur fait donc un angle constant 
^"Vec l'axe des x^^ et son extrémité A décrit un cercle ayant sou 
-^ntre sur cet axe. 

La vitesse de ce point A est donc perpendiculaire d'une part au 
plan jToOA, d'autre part au plan lOA. Ce qui prouve que ces deux 
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plans coïncident et que l'axe instantané 01 est la projection du 
vecteur OA sur le plan des x% X2. 

L'angle lOA est constant, de sorte que l'axe 01 reste constam<- 
ment sur un cône de révolution C invariablement lié à lat figure 
mobile et ayant pour axe le vecteur OA. 

Le mouvement envisagé se réduit donc au roulement de ce cône C 
sur le plan des X\ X2' 

La signification du système (i5) est maintenant bien claire. Soit 
V la vitesse d'un point quelconque de notre figure à supposer que 
les variations de cette figure soient définies par le système (i); soit 
v' cette même vitesse à supposer que ces variations soient définies 
par le système (18) et que u représente le temps; soit enfin \f 
cette même vitesse à supposer que ces variations soient définies 
parle système (i5). Alors la vitesse r" sera la somme géométrique 
de V et de at^'. 

Ou, si l'on préfère, nous pourrons supposer que -+- a t^' repré- 
sente la vitesse d'un système d'axes mobiles, invariablement lié 
au cône mobile C, et que v représente la vitesse relative d'un 
point de notre figure par rapport à ces axes mobiles, en admettant 
que ce mouvement relatif se fasse conformément à la loi de 
Newton, c'est-à-dire aux équations (i); alors v^ sera la vitesse 
absolue. 

Nous pouvons, au contraire, regarder les axes fixes comme 
mobiles et inversement; dans ce cas, notre système (i) représente 
le mouvement absolu de nos n H- i corps obéissant aux lois de 
Newton, et le système (i5) représente le mouvement relatif de ces 
mêmes corps par rapport à un observateur invariablement lié à un 
plan qui roule sur un cône de révolution fixe C. 

Telle est la signification géométrique cherchée. 

168. Introduisons les trois angles d'Euler (c/. Appell, Méca- 
nique rationnelle, t. II, 2*^ édition, p. 142) qui définissent la po- 
sition des trois axes de coordonnées mobiles invariablement liés au 
cône C, par rapport aux trois axes de coordonnées fixes. Le troi- 
sième axe de coordonnées mobiles est précisément la droite OA. 

On volt que si nous faisons varier m, t restant constant, 
l'angle 8 reste constant, les angles '^ et 4 varient proportionnelle- 
ment à u. 
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Les coordonnées par rapport aux axes fixes seront des fonctk)ns 
des coordonnées par rapport aux axes mobiles et des trois angles 
d'Ëuler. Considérées comme fonction de ces angles, elles seront 
développables suivant les puissances de 

(. ces 'î^ — 9 cos <V -f- 9 
•2^) sin - . ^- y cos- . ^• 

1 sm 2 2 sin 2 

J'ajouterai qu'elles seront des polynômes homogènes et du second 
€zM egré par rapport à ces quatre quantités. 

De même, revenons à nos Inconnues $ et Tj. Si nous rapportons 
I. ^3 système à nos axes mobiles (je veux dire variables avec u, mais 
i xivariables pour u constant), elles satisferont aux équations (i); 
s^:i, au contraire, nous rapportons le système aux axes fixes et que 
■^».ous fassions varier à la fois m et t de lelle façon que t=^, 
tf*^ = a^ + const., les Inconnues satisferont aux équations (i5). 

Soient Ç et 7| les valeurs de ces Inconnues, le système éiant rap- 
orté aux axes fixes; soient Ç' et r/ leurs valeurs, le système étant 
Bipporté aux axes mobiles. 

Alors les Ç et les tj seront des fonctions des Ç' et vj' et des quan- 
tés (22); ce sont des polynômes homogènes, d'une part du prem- 
ier degré par rapport aux Ç' et r/, d'autre part du second degré 
^r rapport aux quantités (22). 
Or les Ç' et les r/ représentent précisément les solutions com- 
unes aux systèmes (i ) et (i5) que nous avons traitées au n** 165. 
Iles sont donc développables suivant les puissances des exprès- 
ons 




E;. . Wf^ (A: = I, 2, . . ., 2/1 — I). 
sm 



Posons 



A A A 

Comme cos - est développable suivant les puissances paires de 



<*) Inutile de faire observer que les quantités b>| et u), introduites dans ce nu- 
«ro n*ont aucun rapport avec celles que nous avons désignées plus haut par 

^^s mêmes lettres. Dans les Chapitres suivants, nous rendrons à ces lettres leur 

^^î^nificatioQ primitive. 
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sîn-> les ; et les yj seront développables suivant les puissances de 

COh 

et pourront se mettre sous la forme 

TJ rrr^A'E?,, SIQ ^ ^AryWy -h /?| Wi -4- />, 0)1-+- A' V 

Les coefficients A, Â' sont des constantes qui contiennent 
d'ailleurs en facteur 

r«i E.J • • • rij/i-i* 

Nous déterminerons bientôt les constantes h et A'. L'entier 
positif ^1 est au moins égal à p^ en valeur absolue. Quant aux 
entiers/?! et/?2 ils ne peuvent avoir d'autre valeur que o, dii, ±2. 

Reprenons le raisonnement du n** 161 ; nous choisirons des solu- 
tions particulières, telles que les valeurs initiales des 7^' soient 
nulles pour 

la symétrie des équations exige que, pour ces solutions, les $' ne 
changent pas et que les r{ changent de signe quand les iv changent 
de signe. Ces solutions sont bien celles que nous avons envisagées; 
car elles satisfont manifestement à la condition 

F' — F' — — F' — n 

Si donc nous changeons les signes des (v et des co, les Ç' ne 
changeront pas, et les t^' changeront de signe ; par conséquent, à 
cause de la symétrie des relations qui lient les Ç et les t^, aux Ç', r^' 
et co, les $ ne changeront pas et les r[ changeront de signe. Cela 
revient à dire que h et A' sont nuls. 

Reprenons maintenant le raisonnement du n° 162. 

Je suppose que Ton fasse tourner le système d'un angle s, soil 
autour du troisième axe de coordonnées fixes, soit autour du 
troisième axe de coordonnées mobiles. 

Dans le premier cas 

U'i, Wi, .... Win-i 
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On voit que les Ç et les r^ sont développables suivant le 
puissances de 



cos , cos , 

On voit aussi que la somme des coefficients entiers 

est égale à + i , ce qui est conforme au résultat obtenu au n? 162. 
Ces arguments iv' varient proportionnellement au temps t, mais, 
si on les regarde comme des fonctions linéaires des deux variables 
indépendantes t et u introduites plus haut, on voit que 

M^l» *'^'j* •••> **'l/«— Il 

dépendent à la fois de t et de m (puisque les Wg dépendent de t 
et <i>2 de u) mais que leurs différences ne dépendent que de t. 
Quant à (v^,,, il ne dépend que de u. Si l'on fait £2/1=0, les 
termes qui contiennent iv^ disparaissent et il ne reste que les 
termes pour lesquels/?! = ^, = o. 

En même temps -r^ s'annule et C02 se réduit à une constante, de 

sorte que nos expressions ne dépendent plus de a et satisfont à la 
fois aux équations (i) et aux équations (i5). 

Ainsi se trouve élucidée complètement la signification géomé- 
trique des équations (i5), ainsi que leurs relations avec les équa- 
tions (i). 

169. Les considérations précédentes pourraient être considé- 
rablement simplifiées en modifiant l'artifice employé. Remplaçons 
le système (i5) par le système 

/ri.x ^ii d{R-+-0LU) dr^i û?(R-+-aH) 

(|5 bis) -7- =— u. ; , — p- = 11 TT <■ 

^ ' dt ^ dr^i dt ^ d\i 

et les systèmes (i-;) et (18) par les systèmes 
, , . , d\ é/R û?Tfi û?R 

, o M.' ^ ^i ^^lï ^^ dll 

('^^") Tu^-^d^' du = ^'-d^' 
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Si je change a en a -|- p, la vitesse angulaire de rotation des ax< 
mobiles augmente de B[x, de sorte que ç et t^ se chanoent en 



OL 



ce qui montre que iv/ doit se changer en «v — ^[x/. Donc, quand 
se change en a + p, les y' se changent en Y^-i-plx et les B n--^^ -^^ 
changent pas. Donc les B sont indépendants de a et les y' sont de 
fonctions linéaires de a; de plus leurs différences sont indépen 
dantes de a. 

Pour avoir la solution des équations (i), il suffit de faire a = o ^ ^ 
nous savons que pour a = o, l'un des y\ à savoir y^/n s'annule — '^' 
Donc, pour a =: o, le coefficient y^ se change en yj- — y^,,. 

Donc, pour trouver la solution des équations (i), il suffit dant â^'^ -^ 

les formules (23) de faire 

Il ne sera pas nécessaire d'ailleurs de former effectivement leF^ 
équations (i5), ou (i5 bis)] on pourra partir des équations (i) et^ 
Je calcul se poursuivra sans qu'on rencontre aucune difficulté. SL 
j'ai introduit les équations auxiliaires (i5) ou (i5 bis)j c'est poui— 
démontrer que ces difficultés ne se présenteront pas. C'est un. 
artifice de démonstration, ce n'est pas un artifice de calcul. 

170. Généralisation. — Dans tout ce qui précède, la fonction R 
était supposée d'une forme particulière : 

1° Elle ne changeait pas quand on changeait les signes de tous 
les 7^, ou encore quand on changeait les signes de toutes les 
variables obliques. Si l'on renonce à celte condition, tous les 
résultats subsisteront, sauf ceux des n'"* 166 et 163; 

2" Elle ne changeait pas quand on changeait Ç et t^ en 

Jcose — T^sine, J sine -h r^ cose. 

Si l'on renonce à cette condition, tous les résultatb subsistent 
encore, sauf ceux du n" 162; 

3° Elle ne contenait que des termes de degré pair par rapport 
aux Ç et aux t^. Si elle contient des termes de degré 3, 5, ^, . . .; 
mais pas de terme de degré' i , tous les résultats subsisteront, sauf 
ceux du n° 159. 
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Les 5 et les yj seront encore développables suivant les puissances 

des quantités , , . 

,, cos 
sin 

mais les développements contiendront non seulement des termes 
de degré impair, mais encore des termes de degré pair. 
4** Enfin, la fonction R| était d'une forme particulière. 

Qu'arrive-t-il lorsqu'on renonce à cette dernière condition? Soit 
alors Ro un polynôme quelconque homogène et du second degré 
par rapport aux 4^ variables Ç et t^ et soient les équations cano- 
niques 

... ^/$/ rfWi ihi ciW, 

^Ces équations sont linéaires et à coefficients constants. 
Elles admettront donc 4^1 solutions de la forme 

^t il resle à déterminer les constantes a*, p*, X*; nous trouvons 

Je suppose, bien entendu, en écrivant ces équations, que dans Rj 
J es variables S/ et r^i ont été remplacées par a* et p*... 

Entre ces 4^* équations (qui sont linéaires et homogènes par 
apport aux a et aux P) j'élimine les /\n quantités a et p. J'obtiens 
insi une équation algébrique de degré 4^* enX^ dont les racines 
feront deux à deux égales et de signe contraire. 
Soient 

^^ne autre solution des équations (24), correspondant à une autre 
^*^acine jjla de l'équation en âa. 

A l'aide des deux solutions (23) et (26) formons l'expression 
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Celle expression est une constante, car sa dérivée s'écrîl 

20'f-vf)-2:(rS-vf). 



ou 



et celle dernière expression esl nulle en vertu des théorèmes bien 
connus sur les formes quadratiques. 

D'aulre part, cette expression (2^) est égale à une constante 
multipliée par 

U faut donc ou bien qu'elle soit nulle, ou que [x^-l- Aa= o. Mais, 
si l'expression (27) était nulle quelle que soit la racine \Lk choisie j 
elle serait nulle quand on remplacerait Ç^', t^^' par la solution génè^ 
raie des équations (24), puisque celle solution générale est une 
combinaison linéaire d'expression de la forme (26). On aurait donc 
entre les ; et yj une relation linéaire et ces variables ne seraient 
plus indépendantes. 

Doue, si nous nous donnons Xa, nous aurons une racine (jl^ telle 
que [il/, -h A;t= o, c'est-à-dire que les racines de notre équalion sont 
deux à deux égales et de signe contraire. c. q. f. d. 

Prenons donc [xa= — A^. L'expression (2-) sera une constante 
différente de zéro et nous pourrons, sans restreindre la généralité, 
supposer que cette constante est égale à i ; posons 

Nous avons f\n racines Xa, nous ne donnerons toutefois à 
l'indice k que 2/i valeurs, parce que chaque couple de racines \k 
et — \k ne doit être pris qu'une fois. 

Formons l'expression 
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Si j'observe que d'après les propriétés de Téquation (27) on a 



je vois qu'il vienl 

ce qui montre que 

est une différentielle exacte. 

Nos équations (24), conservant leur forme canonique, devien- 
dront 

r ces équations doivent admettre pour solution 
Il faut donc que l'on ait 



^où 



Soit maintenant 

C Je ne donne plus ici aux lettres $' et r^ la même signification que 
^ans les équations (aS)]. 
On voit que 

i\kd\k^ii\'^dr^\. 

^st une différentielle exacte et qu'il en est de même par conséquent 
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de 
et de 

Les équations (24) deviennent dès lors 

d^ __ rfR, dr^' _ dRj 

dt ~~ ^ dr{ ' ^/ ~ '^ d\' • 

€t Ton a d'ailleurs 



"-2t 



'l 



La fonction Ro exprimée à l'aide des nouvelles variables est donc 
ramenée à la même forme que par le changement de variables du 
n" loi ; de sorte que le changement de variables que nous^ venons 
de définir el qui est canonique et linéaire, peut remplacer dans le 
cas général celui du n" loL 

Les quantités -^jouent le rôle des y^^. 

Supposons maintenant que l'on ait 

où R!^ est de la forme envisagée dans le Chapitre VIll et dans le 
commencement du Chapitre IX, tandis que R'^ est très petit. C'est 
ainsi que les choses se passeront dans toutes les applications que 
nous pourrions avoir à faire. 

Considérons les valeurs des y^t formées à l'aide de la fonction R^ ; 
•ces y^ sont tous réels d'après le n" 145 et, si R'!j était nul, on aurait 

• • • 

Supposons d'abord qu'aucun des y^ ne soit nul. Dans ce cas les Xa 
sont rangées par paires; les deux Xa d'une môme paire doi\ent 
'être imaginaires conjuguées, et en même temps égales et de signe 
contraire. Nous savons en effet que les Xa doivent être deux à deux 
imaginaires conjuguées; et comme elles diffèrent très peu des lyA, 
ce sont les deux Xa qui diffèrent très peu de -|- lyA et de — «yA qui 
sont conjuguées. D'autre part nous savons que les Xa sont deux à 
<[eux égales et de signe contraire; et ce ne peut être là aussi que 
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Nous retombons donc sur les équations du n** 154, et je n'ai 
presque rien à changer à ce qui en a été dit. La seule différence, 
c'est que U, qui dans les numéros précédents ne contenait que des 
termes de degré pair, en contiendra de tous les degrés, mais il n'en 
résulte aucun changement. 

Les Ç et les t^ restent développables suivant les puissances des 

_, cos 

t'A . ^h 
Slll 

mais les développements, au lieu de contenir seulement des termes 
de degré impair, contiendront des termes de degré pair et même de 
degré zéro. 

D'ailleurs il est bien entendu que les conclusions des n*** 161, 
162, 163 ne subsisteraient que si R" possédait les mêmes symétries 
que R'. 
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CAS GÉNÉRAL DU PROBLÈME DES TROIS CORPS, 



172. Nous avons examiné, dans les Chapitres V et VI, la ma- 
nière de former des développements qui satisfont aux équations 
différentielles du mouvement dans le cas général du problème des 
trois corps. Au Chapitre VH, nous nous sommes attachés à un cas 
particulier, celui du problème restreint et nous avons montré com- 
ment, dans ce cas, on peut faire disparaître les termes séculaires 
(le ces développements. 

Aux Chapitres VIII et [X, noua avons fait l'étude spéciale des 
perturbations séculaires, c'est-à-dire que nous avons cherché à 
déterminer, dans le cas général du problème des trois corps, les 
termes de rang zéro de nos développements. Nous avons vu que 
cc> termes dépendent d'équations canoniques qui sont de même 
forme que celles du Chapitre VII, et qui, par conséquent, condui- 
sent à des développements où il est possible de faire disparaître les 
termes séculaires. 

Nous allons maintenant revenir aux développements les plus 
généraux du Chapitre VI, et montrer qu'on peut y faire dispa- 
raître les termes séculaires par des procédés analogues à ceux du 
Chapitre VII. 

Il s'agit d'intégrer les équations canoniques 



<^) 



dL dF 

dt d^K ' 


dk dF 
dt "" dL ' 


dt dr^ 


dri dF 
dt " d\' 



Nous avons vu au Chapitre VI qu'on peut y satisfaire à l'aide de 
développements de la forme suivante : 
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Les 8L, SX, SÇ, 8/) sont développables suivant les puissances 
de [X, de t, des 5/? des rj et suivant les cosinus et les sinus des 
multiples des (v, c'est-à-dire qu'ils peuvent être mis sous la forme 

(3) V fJL«A01tvT'" cos { y A-cv H- /iV 

Les A- sont des entiers ; A et h ne dépendent q ue des constantes 
L" et X® ; OTLo est un monôme entier par rapport aux 5/ et aux tj^. 

Les 6L, SX, o;, or\ s'annulent pour [jl = o; elles s'annulent éga- 
lement pour T==iv/=o, de sorlequclcs constantes L^, X^^, Ç®, vi^ ne 
sont autre chose que les valeurs initiales de nos inconnues L, X, ç, 
'/\ pour T = tv = o. 

Ces développements (2), (3) satisfont aux équations (i) quand 
on y fait 

T = ^ -H C, Wf = Hit -T- £|, 

quelles que soient les constantes c et e|. 

Cherchons à appliquer à ces développements le procédé du 
n*^ 129. Nous sommes partis du théorème du n® 16, qui est résumé 
dans les formules 

^xdy = d.l -f-^ A/. d%,^ F df, 

dû „ V '^^^ 
dt J^ dx 

Dans ie cas qui nous occupe, le rôle des x est joué par les L et 
les Ç; celui des y par les X et les 'r\\ celui de F par — F. Nos for- 
anules deviennent donc 

VLé^X -h V$rf/j ^d£L -4- VAa^/x.;-+- y dt, 

^^) Tt^-Zé^dL-^Z^d^-^^^ 

analogues aux formules (i3) et (i4) du Chapitre VIL 

Nous pourrons écrire la seconde équation (4) sous la forme 

analogue à l'équation (i5) du Chapitre VIL 

Le second membre de (5) est développable sous la forme (3). 
L'équation (5) est donc de même forme que l'équation (i3) du 
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Chapitre VI, et Ton en conclut que l'une des solutions de celte 
équation est encore développable sous la forme (3). Ce sera celle 
que nous adopterons; nous regarderons donc Q comme dévelop- 
pable sous la forme (3). 

Ainsi les quantités L, X, Ç, tj, û sont des fonctions de t, des cv 
et des constantes d'intégration L", "k^^ ÇJ, rj; mais nous regarde- 
rons les X® comme des constantes données une /ois pour toutes,, 
de sorte que nos inconnues seront seulement fonctions de 

Nous pourrons donc écrire 

(6) • 

Dans cette formule (6), les coefficients différentiels H, W/, Q, 
X|, Y|- sont développables suivant les puissances de t et suivant les 
sinus et les cosinus des multiples des (v et il en est de même des 
C? si l'on pose 



A- 



Je puis écrire d'ailleurs plus simplement 

puisque 

M, 

est fonction de L® seulement. 
Faisons maintenant 

d'où 

dz = dt, dwi ^ mdt -^ dzi-h t drii. 

On trouvera 

(7) j ^{^^^Wtmyt 
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en remarquant que C^ se réduit à 

drii 

dQ 

ce qui donne 

C? rfL? = Cl fl^L? -4- t \V| dm. 



Ci-^tWi „„ 



Nos constantes d'intégration qui jouent le rôle des a* de la for- 
mule (4) sont ici les L®, les e/, les Ç?, les t^?. Donc les W|, les Q 
les X|, les Y/ qui jouent le rôle des A^ de la formule (4) seron 
des constantes indépendantes du temps et dépendront seulemen i 
des constantes d'intégration. 

De plus 

sera aussi indépendant du temps en vertu de l'équation des forces 
vives. 

Or les W| sont développables suivant les puissances de u el 
de T et suivant les cosinus et les sinus des multiples des w; et l'on 
peut leur appliquer le lemme du n"* 107 et le raisonnement du 
n^ 129. 

Pour 

on a 

où /oj d'après ce qui précède, est une constante indépendante du 
temps et ne peut dépendre que des constantes d'intégration 

^it */> «»i > 'il' 

Mais ici les constantes e/ sont nulles, puisque nous faisons 

1VA= Hit. 

Donc /o ne dépendra que des 

10 tO -0 

*^i » Si» S| • 
En vertu du lemme du n" 107, la relation 

qui a lieu pour t=: ^, iVk= Hkt^ aura lieu identiquement quelles 
que soient les valeurs de t et des w. 

Donc W| ne peut dépendre que desLJ, 5/ et T|®. 
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Il en est de même pour la même raison des 

C?, X,., Y/ 

et aussi de F (et par conséquent de H). 
Reprenons l'identité (6) et faisons-y 

et, par conséquent, 

rft = dwi = o. 

Les X|, les $, et les ru se réduiront respectivement à X®, Ç" et r^", 
puisque ces constantes sont, par définition, les valeurs initiales 
des X, Ç et 7i pour t = iv = o. On aura donc 

cfk = o, 

puisque les X^ sont considérés comme des constantes données une 
fois pour toutes et 

On aura d'ailleurs (puisque t est nul) 

et, si Ûq représente la valeur de Q pour t.= «p = o, notre formule (6) 
deviendra 

Si nous faisons simplement t =: o, en conservant aux w des va- 
leurs quelconques, G| est encore égal à CJ et la formule (6) 
devient 

Il importe de remarquer que les quantités G®, X/, Y/ ne dépen- 
dant pas des w ont mêmes valeurs dans la formule (8) et dans la 
formule (9). Si donc je retranche ces deux formules l'une de 
l'autre, je trouve, en faisant passer certains termes d'un membre 
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dans l'autre, 

(lo) '^Ld\-^^'^dri--^^\\di^-^^^dr,^^.diii-^il,). 

Cette formule suppose que l'on a fait 

T = o. 

Prenons donc nos développements (2) et (3) et faisons-y 

•:==o; 

Ils définissent les L, X, ç, tj en fonctions des w et des constantes 

Les X^ sont en effet regardées comme des constantes données 
une fois pour toutes. 

D'ailleurs les W sont des fonctions des LJ, Ç®, r^; donc, inver- 
sement, les L" sont des fonctions des W, Ç®, T^^^ de sorte que fina- 
lement les inconnues 

Li» X/, 5/, rii 

sont fonctions des 

Wi, «7, $?, ^?, 

et que ces fonctions sont données par les développements (2), (3) 
(où l'on a fait t =: o). 

Ces développements (2), (3) (avec t = o) définissent donc un 
changement de variables et la formule (10) nous apprend que ce 
changement de variables est canonique. 

Les équations (i) conserveront donc la forme canonique et de- 
viendront 



(II) 



d\\, dF 

dl ~ dwi ' 


rf?? dF 
dt ~ dri^ 


dwi dF 
dt ~ dWi ' 


dr^^ dF 
dt rftj 



Nous voyons tout de suite que F dépend seulement des LJ*, Ç,^, 
Tj^, c'est-à-dire des W/, $J, vj". Donc la dérivée de F par rapport 
à «V est nulle et W, est une constante. 

On démontrerait, comme au n" 130, que les lemmes du n** 107 
sont applicables. 
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173. n faut voir mainlcnant quelle est la forme de la fonction F. 
Les développements (2), (3) nous apprennent que 

sont développables suivant les puissances de t, [jl, Ç", r^^^ les coef- 
ficients du développement dépendant d'ailleurs des L^ et des iv. 
Il en est évidemment de même de leurs dérivées et, par consé- 
quent, de 

AL|, AX/, A^/, At)/. 

Il en est de même de F (considérée comme fonction des L^^, ^J, 
Tj", ul). Il en est donc de même de 

<î'est-à-dire de Au; il en est donc de même de û et par conséquent 
•aussi de 



'""I.'-Sr.-l^Z. 



dwi 



On voit donc que W/, qui ne dépend pas de t ni des iv, sera 
"^éveloppable suivant les puissances des S,^, i\^i et de jjl, les coeffî- 
^^ients du développement dépendant d'ailleurs des L^. 

Si nous faisons [ji r= o, on a 



dwi-^ v"<-/» SI-.., 'ii-'u, ^^ 

dF_ dF^ 

d^ "'"' dLi 






ou 



Ail =^/i/Lj— Fo= const., 
= o. 



dwi 



"^'où enfin 



W,= Ll 



Ainsi le premier terme du développement de W/ suivant les puis- 
P. - I. 18 
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sances de y. se réduit à LJ. Soit, pour [x quelconque 

W/=L?-4-oVV/. 

8W/ sera ddveloppable suivant les puissances de jx, des ÇJ et r^ 
les coefficients du développement seront des fonctions des LJ, /t 
lomorphes dans le domaine envisagé. 

Si donc j'ai 

ôW/ = /(jx,$o,7iO,LO), 

d'où 

la fonction /sera développable non seulement suivant les pui-s- 
sances des [x, ÇJ, y^J, mais suivant celles des différences LJJ — Wa, 
les coefficients du développement dépendant seulement des W. 
Alors notre équation peut s'écrire 

et le premier membre est développable suivant les puissances des 

Quand on y fait 

le premier membre se réduit à L^ — W,- et sa dérivée partielle par 
rapport à cette différence sera i . 

Donc, en vertu du théorème de Cauchy sur les fonctions impli- 
cites, ou, comme aurait dit Laplace, du théorème sur le retour des 
suites, de l'équation (la), on pourra tirer 

et, par conséquent, L® en série procédant suivant les puissances 
des [X, Ç,^ 7)?, les coefficients du développement dépendant 
d'ailleurs des W/. 

Si, dans F, nous substituons ces séries à la place des L®, nous 
verrons que F est développable suivant les puissances de jx, des 
Çy et des 7i)^, les coefficients de développement dépendant seulement 
des W. 

Telle est la forme de la fonction F. 
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174. Revenons aux équations (i i). Rappelons-nous que, en 
vertu de ces équations, les Wa sont des constantes, que F ne dépend 
pas des ^v, et envisageons spécialement les équations 

^^^^ di " d'fif dt ~~ d^f 

Comparons-les aux équations (i) du Chapitre IX : 

d^ ___ dn dr,i _ </R 

~dt " ~ ^^ d^i' It^^d^i' 

L'analogie est évidente; F joue le rôle de [jlR, Ç® celui de Ç/, 
7j® celui de yji. De plus, F ne dépend pas d'autre variable que des 
Ç® et des 7j", puisqu'il ne dépend pas des iv et que les W sont des 
constantes. Enfin F est développable suivant les puissances des 
i? et des 71?. 

11 y a toutefois une difierence. Tandis que uiR ne contenait que 
des termes de degré pair par rapport aux Ç/ et aux yj/, le dévelop- 
pement de F contient à la fois des termes de degré pair et des 
termes de degré impair. 

Quelle est la conséquence de cette dilTérence? Au Chapitre IX 
nous avons supposé que le développement de S commençait par 
des termes du second degré, ce qui revenait à dire que [xR ne 
contenait pas de termes du premier degré. Mais l'hypothèse que 
|jlR ne contient pas de terme de degré 3, 5, 7, . .. n'a joué aucun 
rôle dans nos démonstrations depuis les n*** 155, 156, 157, 158. 
C'est seulement au n° 159 que nous l'avons introduite. C'est d'ail- 
Jeurs ce que nous avons expliqué au n® 170. 

Les résultats des n°* 155, 156, 157, 158 seraient donc applicables 
5à des équations de la forme (i3), où F ne contiendrait pas de terme 
«Je degré un par rapport aux inconnues, mais pourrait contenir 
«Jes termes de degré 3, 5, 7, .... Avec de pareilles équations, les 
"înconnues seraient développables suivant les puissances d'expres- 
sions de la forme 

<i4) EatCosw'^^., Ek%\nw'i^, 

"^ù les E^ seraient des constantes d'intégration et les w'i^ des variables 
auxiliaires; pour satisfaire aux équations du mouvement, il faudrait 
iaire 
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OÙ les y' sont des constantes dépendant des E et les wj^ de nouvelles 
constantes d'intégration. 

En revanche, les résultats du n** lo9 ne seraient pas applicables, 
de sorte que les développements contiendraient non seulement des 
termes de degré impair par rapport aux expressions (i4)> mais 
aussi des termes de degré pair. Ils ne contiendraient pas cependant 
de termes de degré zéro. On voit en effet que les équations diffé- 
rentielles sont satisfaites quand toutes les inconnues sont nulles. 
Les inconnues s'annulent donc toutes à la fois quand les constantes 
E;t s'annulent toutes à la fois. 

Le cas où F contient des termes de degré un peut-il être ramené 
à celui où F ne contient pas de termes de degré un? Rien n'est 
plus facile : il suffit de poser 

?? = ?? + «/, ^? = V,^-^Pô 

où Ç^-® et Yj'^" sont les inconnues nouvelles, a/ et j3/ des constantes. 
Nous déterminerons ces constantes, de telle façon que 

dF _ dF _ 

^^ ^ ^? ~ "" 
quand on y fait 

« 

Alors, en effet, les dérivées de F s'annulant avec les ^'/^ et les 7^^", 
le développement de F ne contiendra pas de terme de degré un 
. par rapport aux Ç^" et aux 7\/^, 

Ce changement de variables ayant ramené nos équations à la 
forme que nous avons traitée, nos nouvelles inconnues Ç^® et yj® 
sont développables suivant les puissances des expressions (i4); il 
en sera donc de même des anciennes inconnues i^f et r^^ qui n'en 
diffèrent que par des constantes. La seule différence, c'est que les 
développements des ^^ et des r," contiendront des termes de degré 
zéro, tandis que ceux des ^'-^ et des t^^" n'en contiennent pas. 

175. 11 importe, avant d'aller plus loin, de faire voir que les 
constantes a/ et [â| sont très petites de l'ordre de u. 

Pour cela, je commence par observer que la valeur moyenne de 

est divisible par [jl*^. Je rappelle ce que j'entends par valeur 
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moyenne d'un développement procédant suivant les puissances de t 
et suivant les sinus et les cosinus des multiples des (r. C'est l'en- 
semble des termes de ce développement qui sont indépendants à la 
fois de T et des tv. 

D'après cette définition, si U est un pareil développement, la 
valeur moyenne du développement 

ciwi 

sera nulle, puisque les termes indépendants des «' disparaissent par 
la diirérentialion. 

Je remarque ensuite que 

dkfc d tihk 



dwi dw( 

d\i d^y^i 

dwi dwi 

dr^fc dor^n- 



i^è^h 



dwi dwf 
Il vient donc 



La= U-f- oU, Ç;t= $î-h O^A-. 



cj 



^ ^^ dùrn^ dJ. 

Or LJ, ÇJ5 sont des constantes, de sorte que les valeurs moyennes 

, d qXa to^^TjA dJ 

^^->xil nulles et que l'on a 

val. raoy.( W,— L/) = val. moy. (^^ 8L ^- -^^ ^î "^ 

Comme oL, Sa, 5$, ori sont divisibles par jjl, nous voyons que la 
^^«^leur moyenne de W, — L/ est divisible par u*-^. 

c. Q. F. D. 

Cela posé, cberchons à exprimer F en fonction des W, des \^ et 
^ es 7,0 et cela en négligeant (jl-*. Nous avons 



1 
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Le premier terme F© dépend seulement des L/ et, comme W/ — L/ 
est de l'ordre de [jl, nous pouvons écrire 

Fo(L/) = Fo(W/)H-2^(L/-W/), 
en négligeant jjl^; d'ailleurs comme 



dLi 



— n. 



est de l'ordre de (a, nous pouvons, toujours en négligeant [x^, 
écrire 



et 



Fo(L,) = Fo(W,)-+-2^i(L/-W/) 
F = Fo(W,)-4-2'^/(L/-W/)H-|xF,. 



Dans le dernier terme [Ji.F«, nous pouvons remplacer les in- 
connues 

L|î X/, î/, 7)|- 

par leurs valeurs approchées 

W,, «7-4- XO, ^l TjO. 

L'erreur commise sera de l'ordre de a^. 

Comme F est une constante, il est égal à sa valeur moyenne. 

Or Fo(W/) est une constante; la valeur moyenne de L/ — W/ 
est nulle en négligeant a^ ; celle de F, se réduit à R, parlie sécu- 
laire de la fonction perturbatrice. 

Donc 

(i5) F = val. moy. F = Fo(W/) -h [iR. 

Dans R, il faut remplacer L,, Ç,, yj/ par W/, ÇJ^, Tj® ; je ne parle 
pas de X/ qui ne figure pas dans R. 

Or nous savons que le développement de R suivant les puis- 
sances des ç et des r^ ne contient que des termes de degré pair; si 
donc on négligeait [jl-, il n'y aurait que des termes de degré pair 
dans le développement de F suivant les puissances des ^^ et des vj". 
Ou bien encore, si l'on exprime F en fonction des W/, i", yjJ* et 
si l'on développe suivant les puissances des £" et desYjJ*, les termes 
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de degré un et, en général, les termes de degré impair seront divi- 
sibles par [JL^. 

Quelles seront alors les valeurs des constantes a/ et ^i? Ce seront 
les valeurs qui, substituées à la place des Ç^^ et des r{-^ satisfont aux 

équations 

^F _ i^ _ 

Les premiers membres de ces équations sont divisibles par jjl; en 
effet, pour |Jl = o, F se réduit à Fo(W/), c'est-à-dire à une con- 
stante indépendante des $" et des tj^^. Si donc nous posons 

F = Fo(W,)-+-{iF, 
nous pourrons écrire nos équations sous la forme 



d¥' d?' 



= G 



ro =^> 



nous aurons ainsi fait disparaître le facteur [x. 

Les premiers membres de ces équations sont développables sui- 
vant les puissances des Ç^^, ri^ et de [x. Pour jjl = o, F' se réduit à R, 
et ne contient plus que des termes de degré pair par rapport aux 
i° et aux Tjj^; ses dérivées premières s'annulent donc avec les $J et 
les 71?. 

Nos équations sont donc satisfaites pour 

Nous tirerons donc de nos équations les Ç® et les r,^ en séries 
procédant suivant les puissances de [jl, et ces séries s'annuleront 
avec [JL. Comme les valeurs des Ç" et ri^ ainsi obtenues ne sont 
autre chose que les constantes a/ et P/, nous devons conclure que 
les a, et les Pi sont des séries procédant suivant les puissances de {x 
el contenant [jl en facteur, que ces constantes sont par conséquent 
de V ordre de [x. 

Si alors, dans notre fonction F qui est développable suivant les 
puissances de 

ri s/ > 'i/ î 

:iious faisons 
il est clair qu'après cette substitution, F sera développable suivant 
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les puissances de 

176. Reprenons maintenant la dernière équation (i i) : 

dt " dWi' 
Le second membre dépend seulement des 

W/, il 7)?. 

Ces quantités viennent d'être déterminées et l'on a trouvé que 
les W| sont des constantes et que les Ç" et les ri^ sont développables 
suivant les puissances des expressions 

où les Ea sont des constantes d'intégration et où les (vj^ doivent être 
remplacés par 

Le second membre est donc connu, de sorte que nous obtien- 
drons iVi par une simple quadrature. 

Le second membre est développable suivant les cosinus et les 
sinus des multiples des (v]^. Soit /?^ sa valeur moyenne et posons 

avec 

dw'i _ dgi _ dF 

dt "''" dt " dWi '^'' 

Comme -r^ est développable suivant les puissances des expres- 
sions (i4) et de [JL, les coefficients du développement dépendant 
d'ailleurs des constantes W;^, sa valeur moyenne n\ sera une con- 
stante développable suivant les puissances de [jl et des E^ [je dis 
des E^ parce que n\ ne doit pas dépendre des w\ (c/. n** 160)]. 

Ouant à la différence 

dV 

dW] 



rti, 



elle pourra être mise sous la forme 
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OÙ A et h sont des constantes dépendant seulement des W, des E 

et de UL, et où les k': sont des entiers. 

Il vient alors 

w) = n'i / -f- m/, 

les GJ| étant de nouvelles constantes d'intégration, et 



(»6) ^.=-2 



2^}t: 



Rappelons que les y'- sont divisibles par [x; on pourrait donc 
craindre que les expressions des gi ne contiennent {x au dénomi- 
nateur, si les coefficients A n'étaient pas eux-mêmes divisibles 
par jjL. 

Heureusement, c'est ce qui arrive; si nous faisons }jl = o, nous 
aurons, en vertu de la formule (i5), 

dV 
Comme -v^?- est une constante, elle est égale à sa valeur moyenne, 

de sorte qu'on a 

dF _ , 

d\\i - '*' 

et 

d/r, 

—7— — 0. 
dt 

Si -^ s'annule pour jjl = o, c'est qu'il est divisible par [x. Donc 

tous les coefficients A sont divisibles par [x. Dans l'expression de gi^ 
le facteur ix disparait haut et bas, de sorte que cette expression est 
développable suivant les puissances de jx. 

177. Reprenons maintenant les développements (2), (3); nous 
satisferons aux équations (i) si nous y remplaçons : 

1** T par zéro; 

2" Les çj* et les 'r\l par leurs développements suivant les puis- 
sances des expressions 

'4) '^Sin"'>^' *^A = -ÏA<-+-^A> 
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développements qui résultent de l'Intégration des équations (i3) et 
qui dépendent d'ailleurs des constantes W/; 

3" Les L" par leurs valeurs en fonctions des W/, Ç", r^^ ; ces 
valeurs étant développables suivant les puissances des $" et yj^ 
seront également développables suivant celles des expressions ( 1 4 ) î 

4" Les iVi par 

t^iH-^/ = n',t -\-^igi. 

Le terme général du développement (3) s'écrit 

Je puis supposer m = o, puisque je fais dans ce développement 
T = o, et que, par conséquent, les termes qui contiennent un 
facteur t disparaissent; si je fais de plus çv/= tv^'-f- gi, notre déve- 
loppement deviendra 



(17) 



I 2 (Jia A ORo cos (S kiéTi-h h\ cos (^ kiw)\ 



Le monôme i"iïio sera développable suivant les puissances des 
expressions (i4); il ^^ sera de même de A, cos A, sinA qui dé- 
pendent des L^^ ; il en sera de même des gi ainsi qu'il résulte de 

la formule (16); il en sera donc de même de cosf N A7 «^/J, 

sinf ^kigi\ cos>(^k'igi-\-/i\ <,in( "^ kigi -h hj. Ainsi les 

coefficients de notre formule (17) sont développables suivant les 
puissances des expressions (i4)- 

En raisonnant comme au n" 69, on verrait que les développe- 
ments (3) prennent la forme 

(.8) 2 i-*B'-^?'Kr- --nr. ""„' (2 ^^ «';+2^'"'')' 

les entiers q dp satisfaisant aux conditions 

qt^p, (iuod2), Çi^lpil 

Les coefficients B dépendent d'ailleurs des constantes W/. 

Pour satisfaire aux équations (1), il faut dans les développe- 
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ments (i8) faire 

S'il y a /i -h 1 corps, soit /i planètes, cette solution renfermera 
6/1 constantes arbitraires, à savoir : les n constantes W/, les 2 ai 
constantes E/, les n constantes to/, les 2/1 constantes ts'-. Je ne parle 
pas des X® que nous regardons comme données une fois pour 
toutes. 

Le système (i) est d'ailleurs d'ordre 6/2. 

178. Revenons aux équations (i3) et examinons-les de plus 
près. Nous les avons rapprochées des équations (1) du Chapitre IX 
et nous avons vu au n" 174 quelles sont les différences; on peut 
ramener au cas du début du Chapitre IX en combinant l'artifice 
du n" 170 avec celui du n" 174. Mais il est plus simple d'employer 
le procédé du n" 171, c'est ce que je vais expliquer. 

En nous reportant à la formule (i5), nous voyons que l'on a 

où R' n'est autre chose que R où l'on a substitué W/, ^^ et Tj" à la 
place de L/, $/ et ?),, tandis que R" est développable suivant les 
puissances de jx, ^^j ?)", et dépend en outre des constantes W/. Les 
équations (1.'^) deviennent alors 

d^J cIH' dH' 

i\Z bis) < 

dri^ dW dW" 

dl ^d^^ ' ^$? 

Nous reconnaissons là les équations du n" 171, car R' est formé 
avec les ^^ et y\^ comme R avec les ^i et yj/. 

Si toutes les planètes se mouvaient dans un même plan, de façon 
qu'on n'eût pas à tenir compte des inclinaisons, aucun de nos y ne 
serait nul, de sorte qu'il n'y aurait aucune difficulté. 

Dans le cas où l'on doit tenir compte des inclinaisons et où l'un 
des V est nul, on tourne la difficulté par l'un des deux artifices 
exposés à la fin du Chapitre IX, par exemple par celui du n^ 169. 
On se rappelle qu'il consiste à rapporter le système non à des axes 
fixes, mais à des axes mobiles tournant uniformément autour de 
l'axe des ^3. 
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Soient alors L', X', p', lo' les éléments canoniques osculateurs 
rapportées aux axes fixes; L, X, p, w les mêmes éléments rap- 
portés aux axes mobiles ; on aura 

a étant une constante dépendant de la vitesse de rotation attribuée 
aux axes mobiles. 

On aura les équations canoniques 

dW __dF^ dp' _ dF 

\ dt " dk'' dt ~ du}'" 

( dt " du' dt "" dp'' 

d'où il est aisé de déduire les suivantes 

l dL d(F-hxixU) do d{F-haiiU) 

dt dk dt dix} 

d\ ^(F + ajjiH) dtjj d{F -h aiiH) 



(20) 



dt dL dt dp 



Où 



est le premier membre de l'une des équations des aires. 
J'ajoute que quand j'aurai remplacé U, p', V, w' par 

L, p, X — x;ji/, w 4- aa/, 

les fonctions F et F + ajjiH dépendront seulement de L, p, \ (i> et 
pas du temps t\ cela tient à la symétrie particulière de la fonc- 
tion F (c/. nM69). 

Si nous revenons aux variables ^ et tj, les équations (20) conser- 
veront leur forme canonique et deviendront 

i ^ - _ ^(.5jj:^|ilD ^i _ __ djF -\-%\lH) 

\ dt ~~ cCk ' ch ~~ dri 

] ^ _ d{F -{- aixll) dri _ ^(F-ha[JLH) 

' dt " dL ' dJ ~ dl 

Nous opérerons sur les équations (21) comme nous avons opéré 
sur les équations (i). Remplaçons donc dans F et dans H les va- 
riables en fonctions des W,, ^J*, rj", tv/; comme H est une constante, 
en vertu des intégrales des aires, H ne dépendra pas des (V/, et je 
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pourrai écrire 

H = H'-h|iir, 
où 



H'=2^^'-i2[(5?)'-^K-)M. 



el où H'' est développable suivant les puissances des jjl, Ç", y)? et 
dépend en outre des constantes W/. Les équations (i3) deviennent 
alors 









(i3 ter) { " " 

' dfi^ d(H'-^oLlV) diR'^^U") 

— — = u — ^ -4- a* • 

dt ^ rfç? ^^ d^f 

Ces équations sont de la forme de celles du n" 171, et les pro- 
cédés du Chapitre IX peuvent leur être appliqués sans aucune dif- 
ficulté. 

179. Calcul des moyens mouvements. — Je dis que les coeffi- 
cients n' et y (qui jouent un rôle analogue à celui des moyens 
mouvements) sont développables suivant les puissances du para- 
mètre ik et des constantes EJ. C'est ce qui résulte de tout ce qui 
précède et nous pourrions le démontrer de bien des manières, 
mais il semble que le mieux soit de raisonner comme il suit. 

Les équations (i) doivent être satisfaites quand on fait 

w] =z n'it -+- w/, w'f, = — YJ^. / -h w;., 
d'où 

Tt " Zà^'^d^'i" Zà^^dû^i' 

Servons-nous de cette dernière formule pour transformer les 
équations (i). Nous obtiendrons ainsi les deux systèmes d'équa- 
tions 

V^ , ^^N ^ , d\, _ dV 
2é ""^ d^. '^Zà ^'d^, - dL,' 

(29.) 

V/i' -^ — V-/ -^ =— — 

et 



(23) 



, dki __^ , dk, __ ^F 
d^l " Zd^^'^d^^ "" dLi 



Zà ""^ dw\ Zà ^^ dw'^ ~ d\i 
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Ce sont deux systèmes d'équations linéaires d'où l'on peut tirer 
les constantes n! et y'. En eifet l'indice / peut prendre n valeurs 
(s'il y a /i planètes) pour les A/, et 2/i pour les Ç, et les tj/; l'indice/: 
peut prendre n valeurs pour les n! et les w" et 'in pour les v' et 
les w' , Chacun de nos systèmes comprend donc 3/i équations et 
3/2 inconnues. 

Les seconds membres des équations (22) et (28), c'est-à-dire les 
dérivées partielles de F, ainsi que les coefficients, c'est-à-dire les 
dérivées partielles des X, $ et yj, sont développables suivant les 
puissances de 

(24) |Jt, ExrCOStvJ^., EfcSlTLw'f,. 

Les déterminants formés à l'aide de ces équations linéaires 
seront donc développables de la même manière. 

Chacune de nos inconnues se présentera donc sous la forme 

X ~" Y' 

où P, Q, X, Y sont des séries procédant suivant les puissances des 
quantités (24). La première expression ^ sera déduite des équa- 
tions (22) et la seconde expression ^ sera déduite des équa- 
tions (23). En conséquence X et Y sont les déterminants des 
équations (22) et des équations (23). 

Soient Xq et Yq l'ensemble des termes de degré le moins éïevé 
des deux développements X et Y ; je dis que, si les deux polynômes 
Xq et Yq sont premiers entre eux, le développement P sera divi- 
sible par X, et Q par Y de sorte que chacune de nos inconnues 
sera développable suivant les puissances des quantités (24). 

C'est là un théorème général, d'ailleurs bien connu et que je vais 
établir en quelques mots. On aura • 

PY = QX, 

de sorte que PY est divisible par X; je dis que P est divisible 
par X. Si en elTet P n'était pas divisible par X, on pourra écrire 

(25) P = RX-f-S, 

où R et S sont des développements de même forme que P, Q, X, Y, 
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et OÙ Tensemble Sq des termes de degré le moins élevé du déve- 
loppement S n'est pas divisible par Xq. 

Si en eflet Sq était divisible par Xq, on aurait 

So=MXo, 

M étant un polynôme homogène, puisque Sq et Xo sont des poly- 
nômes homogènes. On pourrait alors poser 

P=(R+M)X-+-(S — MX), 

formule analogue à la formule (^5) mais où R est remplacé par 
R -H M et S par S — MX. Si nous comparons les termes de degré le 
moins élevé de S — MX à ceux de S, nous voyons que le degré des 
premiers est plus grand que celui des seconds, car Sq — MXo = o. 
On pourra donc augmenter sans cesse le degré des termes le moins 
élevé de S, à moins que l'on n'arrive à un moment où Sq ne sera 
plus divisible par Xq. Supposons donc que Sq ne soit pas divisible 
par Xo- On aura alors 

RXY-i-SY = QX, 

ce qui veut dire que S\ est divisible par X; il faut donc que So Yq 
soit divisible par Xq ; or cela impossible parce que Yq est premier 
avec Xq et que So n'est pas divisible par Xq (pour des polynômes, 
le théorème a été démontré par Kronecker). Donc P est divisible 
par X. c. Q. F. D. 

Nous sommes donc conduits à rechercher si Xq est premier 
avec Yo et pour cela, il suffît de démontrer que cela a lieu pour 
•X = o. Si nous faisons [jl == o, il reste 

X,= XO-H«.,., ii:=il •n/=TQ?. 

Or les Ç^ et les fif ne dépendent que des i\^ et pas des «/', de sorte 
que, dans les premiers membres des équations (22) et (28), les 

j-S et -^-^ disparaissent. 

Il en résulte que X est le produit de deux déterminants : 

1" Celui des —^ qui est égal à i, puisque pour tx=: o, X, — iv"^ 
est indépendant des «^'; 
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Ce sont deux systèmes d'équations linéaires d'où l'on peut tirer 
les constantes n' et y'. En eiFet l'indice i peut prendre n valeurs 
(s'il y a /i planètes) pour les A/, et 2 /i pour les \i et les tj/; l'indice k 
peut prendre n valeurs pour les n! et les «^' et 2/2 pour les y' et 
les \v' , Chacun de nos systèmes comprend donc 3/i équations et 
3/2 inconnues. 

Les seconds membres des équations (22) et (23), c'est-à-dire les 
dérivées partielles de F, ainsi que les coefficients, c'est-à-dire les 
dérivées partielles des X, $ et yj, sont développables suivant les 
puissances de 

(24) |Jt, ExrCOStvJ^., EArSintv]^.. 

Les déterminants formés à l'aide de ces équations linéaires 
seront donc développables de la même manière. 

Chacune de nos inconnues se présentera donc sous la forme 

£-§ 
X ~" Y' 

où P, Q, X, Y sont des séries procédant suivant les puissances des 
quantités (24). La première expression y sera déduite des équa- 
tions (22) et la seconde expression ^ sera déduite des équa- 
tions (23). En conséquence X et Y sont les déterminants des 
équations (22) et des équations (23). 

Soient Xq et Yq l'ensemble des termes de degré le moins élevé 
des deux développements X et Y ; je dis que, si les deux polynômes 
Xq et Yq sont premiers entre eux, le développement P sera divi- 
sible par X, et Q par Y de sorte que chacune de nos inconnues 
sera développable suivant les puissances des quantités (24). 

C'est là un théorème général, d'ailleurs bien connu et que je vais 
établir en quelques mots. On aura 

PY = QX, 

de sorte que PY est divisible par X; je dis que P est divisible 
par X. Si en cfTet P n'était pas divisible par X, on pourra écrire 

(25) P = RX-f-S, 

où R et S sont des développements de même forme que P, Q, X, Y, 
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el OÙ l'ensemble Sq des termes de degré le moins élevé du déve- 
loppement S n'est pas divisible par Xq. 

Si en eflet S© était divisible par Xq, on aurait 

M étant un polynôme homogène, puisque Sq et Xq sont des poly- 
nômes homogènes. On pourrait alors poser 

P=(R+M)X-+-(S — MX), 

formule analogue à la formule (25) mais où R est remplacé par 
R -H M et S par S — MX. Si nous comparons les termes de degré le 
moins élevé de S — MX à ceux de S, nous voyons que le degré des 
premiers est plus grand que celui des seconds, car Sq — MXo = o. 
On pourra donc augmenter sans cesse le degré des termes le moins 
élevé de S, à moins que l'on n'arrive à un moment où Sq ne sera 
plus divisible par Xq. Supposons donc que Sq ne soit pas divisible 
par Xo. On aura alors 

RXY-i-SY = QX, 

ce qui veut dire que S\ est divisible par X; il faut donc que So Yq 
soit divisible par Xo; or cela impossible parce que Yq est premier 
avec Xo et que S© n'est pas divisible par Xo (pour des polynômes, 
le théorème a été démontré par Kronecker). Donc P est divisible 
par X. c. Q. F. D. 

Nous sommes donc conduits à rechercher si X© est premier 
avec Yo et pour cela, il suffit de démontrer que cela a lieu pour 
•X = o. Si nous faisons [jl = o, il reste 

Or les ^^ et les yj^? ne dépendent que des iv' et pas des i^% de sorte 
que, dans les premiers membres des équations (22) et (23), les 

-r-h et -j-^ disparaissent. 

Il en résulte que X est le produit de deux déterminants ; 

1** Celui des —4 qui est égal à i , puisque pour jx =: o, X, — çvj 
est indépendant des w^^ ; 
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2'* Celui des -~r' Nous (levons nous borner à en chercher les 

termes de deg;ré le moins élevé. Remarquons que, pour jjl = o, 
les ÇJ^ peuvent être calculées simplement à l'aide des équations (i) 
du Chapitre IX [c'est-à-dire des équations (i3 bis) ou (i3 ter), en 
supprimant dans les seconds membres les termes en jx^]. Les Ç" 
sont alors développables suivant les puissances des quantités (i4)- 
Pour avoir les termes du degré le moins élevé de noire détermi- 
nant, il suffît de prendre dans les ^^ les termes du premier degré: 
lesquels peuvent se calculer par les procédés du Chapitre VIII. Il 
faut donc d'abord faire subir aux i^f le changement de variables 
du n" loi, qui est linéaire et canonique; si alors nous appelons Ç.f 
les nouvelles variables on aura (en nous bornant aux termes du 
premier degré) 

$',!> = E, cosco;., g = -. E,. sin «•;. = - Yi'.o. 

Ce que nous cherchons c'est le déterminant fonctionnel des Ç® par 
rapport aux iv^ ', or il est égal au produit du déterminant fonc- 
tionnel des ^^ par rapport aux i^'^ qui est égala i (puisque le chan- 
gement de variables du n'* 151 n'est qu'un changement de coor- 
données rectangulaires) par le déterminant fonctionnel des 5^* P^*" 
rapport aux iv' qui est égal à 

'il Ut • • • ' 2 w • 

On a donc 

On trouverait de même 

ce qui montre que Xq et Yq sont premiers entre eux. 

(Quelques mots pour repousser une objection possible. On 
pourrait dire que Xq et Yq sont premiers entre eux pour il = o, 
mais qu'il n'est pas certain qu'il en soit de même pour [J».^o. Il 
peut se faire en eflet que les termes de degré le moins élevé de X 
et Y, qui sont de degré 2/1 par rapport aux quantités (24) quand 
on fait [jL = o, soient de degré moindre pour [a^o, parce que les 
termes du degré le moins élevé qui ne seraient d'ailleurs pas pre- 
miers entre eux disparaîtraient pour [jl = o. 
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Pour se mettre à l'abri de cette objeclîon, il suffit de convenir 
que Ton évaluera le degré de chaque terme en attribuant à 
Eitcostv]^, Eksinw'f^ le degré i et à jji le degré q, q étant un entier 
plus grand que 2/i. On sera certain alors que tous les ternies qui 
contiennent [jl en facteur sont au moins de degré in. 

Il résulte de tout cela que nos moyens mouvements n! et •/ sont 
développables suivant les puissances des quantités (24) et, puisque 
ce sont des constantes indépendantes des (v', qu'il sont déve- 
loppables suivant les puissances de [x et des E^, 

c. Q. F. D. 

Cherchons les valeurs des n' et des y' pour 

fJL = o. 

Pour jx = o, on a 

P, P dV dV dV d\i 

aL|' d\i dr^i dw^ 

d)^i d)^i . ^ . 

de sorte que les équations (22) nous donnent d'abord 

Y'=o 
et ensuite 

nt:= ni. 

Donc les y' contiennent [jl en facteur, et les n\se réduisent 
aux ni pour [jl = o. 

Voyons ce que deviennent les — pour 

jx = Ej = o. 

Si nous négligeons [jl^ dans les seconds membres des équations. 
(22) ou (2.3), nous pourrons écrire 

d^ _ dF, d? _ r/Fi 

d\i ~ ^^ ^î, ' dr^i - '^ dr^i 

et dans les dérivées partielles de F| remplacer 

t^/ï ^if s*ï ""Im 
P. — I. 19 
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par leurs valeurs approchées 

qui sont exactes à des quantités près de Tordre de jx. 

Les deux membres sont alois développables suivant les sinus 
et les cosinus des multiples des w* et des iv'. Egalons dans les deux 
membres les termes qui ne dépendent pas des tv", mais seulement 

des Kv\ 

Dans les dérivées -^> ^— ^> les termes qui ne dépendent pas 

des\V''' sont ceux qui ne dépendent pas des A; ils ne sont donc 
autre chose que 



ou 



e/R 


é/R 


d\r 


dru 


e/R 


^R 


d%V 


drà ' 



puisque Ton peut remplacer \i et tj/ par \\ et r^. 
D'autre part, dans les premiers membres les termes 



, d\i 

n,. — -^ 



* dwL- 



ne me donneront pas de termes indépendants des tv", puisque les 

termes de cette nature, qui pourraient exister dans ç/, disparaissent 

par la diflérentiation. 

Enfin, dans les termes 

, d\. 



Vx- 



dw\ 



nous pouvons remplacer les \i par $"; l'erreur commise sur —^ 

est de Tordre de a: Terreur commise sur v!. — ^ est donc de Tordre 

' ' ''^ dwf, 

de [JL-, puisque yj^ est de Tordre de [jl. 

Donc, en négligeant [x^ et conservant seulement dans les deux 
membres les termes indépendants des tv*", les équations (a-^. ) et (23) 
deviennent 

^^ dwi, dr^i 

— 7 Vf. —r — 'l • 



dwl. ' d^î 
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Si nous négligeons les puissances supérieures à EJ, nous pou- 
vons réduire R à R2 et écrire 



2 



, r/r,? _ r/R, 



Ce sont les équations du Chapitre VIII, de sorte que Ton a 

ik = ïA- 

Nous devons donc concilie que pour 

i:|.= o 

les différences y^ — y^ sont de V ordre de jx^. 

Tout ce que nous avons dit reste d'ailleurs vrai, si l'on est 
obligé d'employer l'artifice du n° 169 et de remplacer F et R par 
F -h ajxll, et R -h ajxH. 

Remarquons que l'un des arguments yj^^^ est toujours égal à a[jL 
(et par conséquent à zéro, quand rapportant le système à des axes 
fixes on fait a= o). Soient en efl'et, comme au n" 169, U et V les 
deux premiers membres des équations des aires. On trouve alors 
aisément 

car les crochets de Poisson 

[F,u] = [F,y] = o, [n, u]=v, [H, v] = -u. 

On tire de là 

U = G cos(a{ji^ -r- a), V = G sin(a;jL^ -4- A), 

équations qui expriment d'ailleurs que, pour un observateur inva- 
riablement lié aux axes mobiles, le vecteur des aires qui est fixe dans 
l'espace paraîtra décrire un cône de révolution d'un mouvement 
uniforme; C et h étant des constantes. Comme U et V doivent êlrr 
développables suivant les sinus et les cosinus des multiples des ir' 
et des (v", cela prouve que ait/ -h h est une combinaison linéaire 
à coefficients entiers des «v' et des w" ^ c'est-à-dire que ajx est une 
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combinaison linéaire à coefficients entiers des n' et des y' 



a 



;a = V /:„*; + 2 ^W;. 



En faisant [i. = o, je vois d'abord que les entiers ki sont nuls; en 
faisant ensuite [x très petit, négligeant [jl^ et faisant E2= o, il reste 

a;-i = 2 A ; Y/. 

Or y2„ est égal à a[jL et il n'y a pas d'autre relation linéaire à 
coefficients entiers entre les y et ajx. Donc tous les entiers k\ sont 
nuls excepté k'^,^ qui est égal à i ; on a donc 

i\x = Yiw c:. Q. F. D. 

180. Nombre des arguments. — Dans le cas général du pro- 
blème des n -h I corps (/i planètes), nous avons n arguments k\^' 
et a/i arguments a»', en tout 3/i; mais comme y^,, est nul lorsque 
l'on rapporte le système à des axes fixes, l'argument tv.^,, se réduit 
à une constante. Les coordonnées des n-^-i corps dépendent donc 
de 3/1 — I arguments seulement; leurs distances ne dépendent que 
de 3/i — 2 arguments {vide infra, n" 193). 

Dans le cas où les /i -i- 1 corps se meuvent dans un même plan, 
on n'a plus que n arguments «>'; mais aucun des y' n'est nul; les 
coordonnées dépendent donc de 2/1 arguments. 

Dans le cas du problème des trois corps, les coordonnées 
dépendent de 5 arguments si les inclinaisons ne sont pas nulles et 
de 4 si elles sont nulles; les dislances dépendent de 4 arguments 
dans le premier cas, de 3 dans le second. 

Si l'une des masses est infiniment petite, les autres masses se 
meuvent conformément aux lois de Kepler; l'un des y' devient 
nul, c'est celui d'où dépendrait le mouvement du périhélie de la 
grosse masse ; nous n'jivons donc plus que 4 arguments si l'incli- 
naison n'est pas nulle et 3 si elle est nulle; mais les distances 
mutuelles des trois corps dépendent encore de 4 arguments dans 
le premier cas, de 3 dans le second. Les équations ne présentent 
plus en efi'et la même symétrie et il y a une directionyîxe qui joue 
un rôle particulier, c'est la direction du périhélie de la grosse pla- 
nète. 
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Passons enfin au cas du problème restreint, et supposons que 
l'orbite de la grosse planète soit circulaire. Jl n'y a plus alors de 
direction fixe qui joue un rôle particulier puisque le périhélie de 
cette orbite est indéterminé. Il en résulte que les distances mu- 
tuelles des trois corps dépendent seulement de 3 arguments si 
rinclinaison est nulle et de 2 si elle n'est pas nulle {vide infra, 
n" 193). 



CHAPITRE XI. 

THÉORÈME DE POISSON. 



181. Comparaison des développements. — En comparant les 
développements (3) et (i8) du Chapitre précédent, on est con- 
duit à des résultats moins simples et moins nets que dans la com- 
paraison des développements correspondants du Chapitre VII. 
Cependant quelques-uns de ces résultats ne sont pas sans intérêt 
et, parmi eux, je citerai surtout le célèbre théorème de Poisson 
sur rinvariabilité des grands axes. 

Rappelons la forme des développements (3) et (i8) du Chapitre 
précédent, développements auxquels je donnerai dans ce Chapitre 
les n°* (i) et (2). Le premier s'écrit 

et le second 

L'un et l'autre donnent la valeur de l'une des quantités 8L, 0)., 
0$, Sir^, le premier quand on y fait 

z = t -\- c, n'i = /i| t -H e/, 
le second quand on y fait 

D'un autre côté, ^/, Ç^-, r^% L^^ sont également développables 
sous la forme (2), de sorte que 
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sont développables à la fois sous la forme (i) et sous la forme (2), 
tandis que 

est développable sous la forme (i) et que 

X/— w} = x;? -^ ^"z -h oX/ 

est développable sous la forme (2). 

Si Ton veut comparer ces deux développements, il faut d'abord 
choisir les constantes c, e/, w, tîj' de façon qu'ils représentent la 
même solution des équations du mouvement. 

Si nous prenons le développement (1) et que nous y fassions 

c'est-à-dire si nous attribuons aux constantes c et s/ la valeur zéro; 
ce développement (i) nous fera connaître la solution particulière 
des équations du mouvement qui est telle que les inconnues L/, 
A/, Ç/, T,| aient comme valeurs initiales L®, X", $®, tj® pour t=zo. 

Seulement, ici, il faut prévenir une confusion; dans les déve- 
loppements (i), L^^, X®, Ç^?, Ti" représentent des constantes, à sa- 
voir les valeurs initiales de L/, X/, Ç/, Tj/. 

Dans les formules (3) ci-dessous, au contraire, L", $J, tj® ne 
sont plus des constantes. Je conviendrai donc de représenter par 
L', Çj, Tjl les valeurs initiales L/, Ç/, tj/. 

Nous devons donc choisir les constantes W, E, tîj et xs' de telle 
façon que le développement (2) représente la même solution. Nous 
avons les équations 

L| := L| -h oL/, 

Dans ces équations, chacune des expressions 8L, SX, 8$, Jtj 
doit être remplacée par le développement (2) correspondant et il 
en est de même d'ailleurs de gi^ Ç^?, Tj®, L®. 

Faisons maintenant / = o, c'est-à-dire 



iv/ = ny. , w', = m' . 
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Soit 

^0, aoL,, 80X/, aoj., ao^^,, loo, çoo, ^^«o 

<*e que deviennent par cette substitution 

gi, oL., ÔX/, 0^/, or^/, L?, Ç?, Tr^?. 

Comme L/, )./, Ç/, i\i doivent se réduire à leurs valeurs initiales 
^\ \-, i?% ^r? les équations (3) deviennent 

<4) s; = $r-^^°î/» Tj = 7ioo+8or,,, 

Telles sont les relations d'où nous devons tirer les constantes 

W, E, TâT/, xs'f^ 

-en fonctions des valeurs initiales 

J'observe d'abord que les seconds membres des équations (4) 
sont développables suivant les puissances de 

^t suivant les sinus et les cosinus des multiples des cj/; ce sont 
d'ailleurs des fonctions holomorphes des W. 
Pour [JL = o, les équations se réduisent à 

Dans \]^^ r^y^ g^^ on a fait iJ. = o, et ces quantités, indépen- 
dantes des Wi, sont déyeloppables suivant les puissances de 

Ea cos m'y^., Efc si n m\.. 

De ces relations (5), on peut tirer les 

Ex- cos m'j^, , E/.. si n m^. 

:sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances des ^} et 
des T^l et dépendant d'ailleurs des W/ ou, ce qui revient au même, 
Jes L^-. 
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De même, ^", qui est dëveloppable suivant les puissances des 

Ek cos m'^., E^ sin nr'^ 

deviendra développable suivant les puissances des ÇJ et des tj). 

Qu'arrive-t-il maintenant pour ix quelconque. Remarquons que 
les deux membres des équations (4) sont développables suivant 
les puissances de [x, des nr/, des 

E,; cos m'j^., E^ sin w'j^., 

et enfin des W/ — L^-, si l'on remplace W, par L^- -\- (W/ — Lj ), 
car ce sont des fonctions holomorphes des W/ quand ces variables 
sont suffisamment voisines de leurs valeurs approchées hj. 

Or, que nous apprend le théorème de Cauchy sur le retour des 
suites (voir mon Ouvrage Sur les méthodes nouK^elles de la Mé- 
canique céleste, t. I, n" 30)? 

Supposons que l'on ait n équations dont les seconds membres 
sont nuls et dont les premiers membres sont développables sui- 
vant les puissances de n fonctions inconnues 5|, ^2, . .., Zn et de 
p variables indépendantes J7,, x^^ . . ., Xp et que l'on veuille tirer 
de ces équations les inconnues z en fonctions des variables x. Le 
théorème en question nous apprend que les z seront dévelop- 
pables suivant les puissances des x^ si les équations sont satisfaites 

quand on fait 

^ = a? = o, 

et si, pour s = a: = o, le déterminant fonctionnel des premiers 
membres par rapport aux z n'est pas nul. 

Cherchons à appliquer ce théorème aux équations (4) et à tirer 
de ces équations 

W| — L), E;; cosny^., E^sino^., nr/, 

on fonctions de jjl, \] , r\\ . 

Vérifions d'abord que les équations sont satisfaites pour 

{JL = Ç j = r\\ = TSi = \V| — h] = E/. cosTîyJ;. = E^ sinmj^ = o. 

Pour [x = o, les équations (4) se réduisent aux équations (5); 
il suffit donc de montrer que $"", r^l^ et g^- s'annulent pour 

E>;. coso]^. = Ex,, sinmj;. = o. 
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Nous savons que ^^ et tj® sont donnés parles équations (i3 bis) 
ou (i3 ter) du Chapitre précédent; comme nous pouvons faire 
[ji = o, nous pouvons négliger les termes en jjl^R" et ces équations 
se réduisent à 

dt ~ ^ dr:} ' 'dt "^ d^'l ' 

Elles ne sont autre chose, à la différence des notations près, que 
les équations (i) du Chapitre IX. Donc R' ne contient que des 
termes de degré pair par rapport aux Ç" et t^®, c'est-à-dire que les 
développements des Ç" et tj® ne contiendront que des termes de 
degré impair par rapport aux 

E^ cos M'Jr., Ejt sin tv^.. 

Ils s'annuleront donc pour 

Ea cos m'^ = E^ sin w'^^. = o, 

c'est-à-dire que les ^^^ et tj"® s'annuleront pour 

Ex cosTD^. = E.; sin ny^. = o. 

Passons à ce qui concerne g^ ; nous avons trouvé, au n** 176, 

l'équation 

ds^i ^ dF 
dt dWi 



— 71/ . 



Le second membre est développable suivant les puissances des 

cos , 

Ea . wV 

sin '^ 

et sa valeur moyenne est nulle, de sorte qu'il ne contient que des 
termes dépendant des w\\ tous les termes de ce second membre 
contiennent donc un des Ea en facteur. 

L'intégration montre que gi est de la même forme et, si nous 
n'ajoutons pas de constante arbitraire, sa valeur moyenne sera 
également nulle et tous ses termes contiendront un des E^t en fac- 
teur. 

Donc sci s'annule avec les E^ . «'1 et ff^: avec les E^ . wl . 
e« '^ sin * ^' ^ sin * 

C. Q. F. D. 
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d'identifier. Nous avons d'une part 

l L/= L/-h8L/, 

(6) Çi=Ç;-^5$,, tj,= 7iJh-8t)/, 

Les ûL/, 0$/, Sti/, 8X/ doivent être remplacés par leurs dévelop- 
pements (i) et, dans ces développements eux-mêmes, il convient 
de remplacer : i° les arguments «v par nit et t par t; 2** les con- 
stantes L®, $^% 7i" par L^î, $J, t^^î pour nous conformer au chan- 
gement de notations que nous avons été obligés d'adopter au nu- 
méro précédent afin d'éviter une confusion. 

Nous avons d'autre part 

1 L,= L?-4-$L„ 

(7) ^•=Ç?+5$„ T,i=T0-^Z7ii, 

( X/= X? -h iv'i-h gi-h 8X/. 

Les SL|, Sçi, 07^/, SA| doivent être remplacés par leurs dévelop- 
pements (2) ainsi que les L®, i®, t^®, gi et, dans ces développe- 
ments eux-mêmes, il convient de remplacer iv] et iV/^ par n^t -h Wi, 

Pour identifier les expressions (6) et (7), nous pouvons opérer 
de deux manières : nous pouvons adopter les constantes 

l;, î;, Tjt, 

qui sont celles qui figurent dans les équations (6). 

Nous devons alors, dans les équations (7), remplacer les con- 
stantes 

cos 

par leurs expressions en fonctions des L^-, Ç/, r^l^ expressions que 
nous avons appris à former au numéro précédent. 

Quelle est alors la forme des seconds membres de ces équations? 

Ce sont des séries procédant suivant les puissances de 

fjL, E^. cos w'^., E^ sin iv'ji.. 

Mais comme on a, par exemple, 

Ea cosm'J^.= E/:COsnyj^. cosYi^ -h E;i. sinny]^. sidy^./, 
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nous vojons que ce seront des séries procédant suivant les puis- 
sances des 

et suivant les sinus et les cosinus des multiples des y'^^. 

D'autre part, les L,, $/, Ti/, X/ — iv] sont développables suivant 
les cosinus et les sinus des multiples des (vj, et, par conséquent, 
suivant ceux des xsi et des n'^ t. 

Enfin, les coefficients de ces développements dépendent encore 
des W|. 

Or, d'après le numéro précédent, les 

W/, TU/, E^cosTîyJ;., Ea sinmj^. 
sont développables suivant les puissances des 

et il en est de même évidemment des cosinus et des sinus des 
multiples des gj/. 

Donc les formules (7) transformées nous donnent 

L/» {/, TQi, \i—n'ft 
sous la forme de séries procédant : 
i® Suivant les puissances de 

2" Suivant les sinus et cosinus des multiples des 

3® Dépendant en outre des hj. 
Le terme général est de la forme 

AijL«Orci . V t, 
' sin 

où A dépend seulement des W/, , où DTii est développé suivant les 
puissances des Ç' et rij et où 

les ki et les p/( étant des entiers. 
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Ce développement n'est pas encore identique au développe- 
ment (6), parce que le nombre 

qui est un monôme entier en [ji^ ^i, y^i, a pour coefficient 

cos 
A . v^, 
sin 

qui dépend encore de [x, \^ et't\x. 

En effet, les n'i et les y'^^ sont développables suivant les puis- 
sances de 

D'autre part, les 

Eî.== (Ea- cosmi.)*-H (Ea sinmi-)» 

sont développables suivant les puissances de 

î^, ^, fil- 

Donc les n\ et les y'^ et, par conséquent, le coefficient v', seront 
développables suivant les puissances de 

Pour identifier les deux développements, il faut donc encore 
développer cosv'^ ou sinv'^ suivant les puissances de ces quan- 
tités. 

Pour [x = o, v' se réduit à 

V = 7 /-/ n,. 

11 est clair que, par exemple, 

cosv'/ = cos[v/ H- (v' — v)/], 

et peut, par conséquent, se développer suivant les puissances de 
(v' — v)^; le terme général est égal à un coefficient numérique, 
multiplié par cosv/ ou sinv^ et par une puissance de (v' — v)^. 

Ensuite v' — v, qui est d'ailleurs divisible par v, peut se déve- 
lopper suivant les puissances de [x, des $| et des tjj. 

Le terme général du développement (7) ainsi transformé est 
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alors 

cos 

' sin 

et il doit alors être identique au développement (G). 

183. Il est alors aisé de se rendre compte de l'origine des di- 
verses sortes de termes du développement (6), c'est-à-dire du 
développement obtenu par l'application directe de la méthode de 
Lagrange. 

Les termes séculaires purs sont ceux qui ne contiennent pas le 
facteur cosv/ ou sinv^; ce sont donc ceux pour lesquels on a 

V = ^ ki rii = G. 

Gomme nous n'avons entre les ni aucune relation linéaire à 
coefficients entiers, cela entraîne 

Xv=o, 

c'est-à-dire que les termes séculaires purs proviennent des termes 
indépendants des w]e\, dépendant seulement des arguments sv\. 

Si, en effet, v' est divisible par [jl, on ne pourra développer 
cosv'/ suivant les puissances de [x sans le développer en même temps 
suivant les puissances de t^ ce qui fait apparaître des termes sécu- 
laires purs. 

Quelle différence y a-t-il donc entre le cas actuel et celui du pro- 
blème restreint traité au Chapitre VII? 

Dans les deux cas, nos coordonnées peuvent s'exprimer en fonc- 
tions développées suivant les cosinus et les sinus des multiples 
d'un certain nombre d'arguments variant proportionnellement au 
temps. Mais, dans le cas actuel, quelques-uns de ces arguments 
ont un moyen mouvement très lent s'annulant avec m; dans le cas 
restreint, au contraire, tous les moyens mouvements étaient finis. 
Il en résultait que nous n'avions pas de terme en cosv'^, avec v' 
divisible par jjl, et, par conséquent, pas de termes séculaires purs 
dans le développement de Lagrange. 

Les termes qui dépendent des (i^, pour lesquels par conséquent 
le coefficient v n'est pas nul, nous donneront des termes pério- 
diques et des termes séculaiies mixtes. 
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Quel sera le rang des termes ainsi obtenus? Parlons d'un 
terme 

(8) A[x«Oll,Tv'/ 

' sin 

du développement (^) transformé; il nous donnera des termes de 
la forme 

A UL« OlLi ( v'— V )""/"* ^?%^ 
*^ sin 

et si, en développant (v' — v)"* suivant les puissances de [x, on 
trouve 

notre terme général deviendra 

^^ * sin 

Comme v' — v est divisible par [jl, Texposant p est au moins 
égal à m. 

Le rang de notre terme général est donc 

Comme a ne peut être négatif, nous voyons la raison d'être de 
ce fait démontré plus haut qu'un terme quelconque est toujours 
au moins de rang zéro. 

Ainsi les ternies déduits d^un ternie de la forme (8) ont 
toujours leur rang au moins égal à a. 

On voit qu'on obtiendra les termes de rang zéro en faisant jx = o 
dans les équations (7); comme, dans ces conditions, oL, SÇ, St^, oâ 
s'annulent, il reste 

Là LJ, Ç", Tj", gi doivent être remplacés par leurs développe- 
ments de la forme (2) et, dans ces développements, il faut encore 
faire [x = o. On retrouverait naturellement ainsi les résultats du 
Chapitre IX. 

Cherchons l'ensemble des termes séculaires purs, et d'abord eu 
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ce qui concerne les L/, les Ç/ et les tu. Ce sont, nous venons de le 
\oir, les termes indépendants des iv". 

Mais nous devons nous rajipeler comment ont été obtenus les 
développements (2); on a pris les développements (i), on y a fait 
-T = o, on y a remplacé les $^^, les yj® et les L^ par leurs valeurs en 
fonctions des a''^ et des W [valeurs déduites des équations (i3) du 
Chapitre précédent) et enfin on a remplacé les iVi par (vj-f- gj. 

Dans cette dernière substitution, un terme 

A CCS ^ //«•/ 
<l(>nne 

A ces VX/u'Jcos V/.|^/— Asin\^Xv«v';sin\^//^/, 

<:'cst-à-dire que tous les termes qui en proviennent (Soutiennent 
^n facteur le cosinus ou le sinus de yki{\\. 

Donc un terme indépendant des (V/ (c'est-à-dire où les A/ sont 
ïiuls) ne nous donnera que des termes indépendants des (vj et in- 
'%ersement un terme dépendant des nv ne nous donnera (|ue des 
fermes dépendant des irj. 

Nous voulons l'ensemble des termes indé|)endants des ivj; pour 
^ela, nous n'avons qu'à prendre l'ensemble des développements (1), 
^i y faire t = o, à y supprimer tous les termes dépendant des a', 
"^l à y remplacer les L^, Ç", rif par leurs développements de la 
rforme (2), 

Nous aurons donc 

termes séculaires purs «le L/= L?-l- val. inoy. ol.,, 



5/ - ;? - '• oj/, 

» ni = '^i/ -^ " ^'^i/- 



Je donne au mot (b* valeur ntoj'cnnr le même sens que dans le 
dliapitre précédent, c'est-à-dire (|ue je suppose que, ayant déve- 
loppé 5L|, 3Ç/, ùrii suivant les puissances de t et les cosinus et 
ï>inus des multiples des <r, je n\ conserve que les termes indépen- 
dants de T et des tr. 

Pour A/, il faudrait tenir compte en outre de ceux qui |)ro- 
viennent du terme wj, de sorte qu'on aurait, pour les termes sécu- 
P. — I. ?.. 
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laires purs de )./, 

X/ -f- n'it -h Wi-k- gi-^r val. inoy. oX/. 

18i. Nous aurions pu également, pour comparer les développe- 
ments (6) et (7), adopter les constantes 

W/, Ea-, <.; 

il nous aurait suffi alors de remplacer les Lj, \]^ r^j ^ Wi par leurs 
valeurs données directement en fonctions de ces constantes par 
les équations (4). Nous aurions obtenu ainsi quelques résultats 
intéressants. 

Nous aurions pu aussi faire la comparaison des développements 
sans faire un choix particulier de constantes. 

U en serait résulté de grandes simplifications et nous aurions 
supprimé des longueurs plutôt que des difficultés. Mais notre com- 
paraison aurait été moins précise. 

185. Théorème de Poisson. — On sait que Lagrange a démontré 
un théorème dit de r Invariabilité des grands axes et en vertu 
duquel les développements des grands axes ne contiennent pas de 
termes séculaires, du moins si l'on néglige les carrés des masses, 
c'est-à-dire les termes de l'ordre de [a-*. Nous avons démontré plus 
haut ce théorème (cf. n" 103) si important au point de vue de la 
stabilité du système solaire. 

Plus tard. Poisson a étendu les résultats de Lagrange et établi 
un théorème analogue pour le cas où, tenant compte des carrés 
des masses, c'est-à-dire des termes en (x^, on néglige les cubes des 
masses, c'est-à-dire les termes en [ji'. On trouve, à la vérité, dans 
le développement des grands axes, des termes séculaires mixtes ; 
mais il n'y a pas de termes séculaires purs. 

Ainsi Poisson a montré que, dans le développement des grands 
axes ou, ce qui revient au même, dans celui des L/, il n'y a pas de 
termes en 

Or les termes en [jl^ sont d'ordre deux et de rang un. 
Nous allons maintenant démontrer ce théorème de Poisson ou 
plutôt nous allons établir un théorème plus général, à savoir que 
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dans le développement des L/, il n'y a pas de termes séculaires 
purs de rang un. 

D'où, en effet, pourraient provenir ces termes? Nous avons vu 
plus haut que, pour obtenir les termes séculaires purs deL,, il faut 
prendre le développement de L/ suivant les puissances de t et les 
sinus et les cosinus des multiples des (v et ne conserver dans ce 
développement que les termes indépendants de t et des (v, ou, si 
Ton aime mieux, les termes cherchés ne sont pas autre chose que 
la valeur moyenne de L/. 

Or, plus haut, au n* 175, nous avons démontré que la valeur 
moyenne de W/ — L/ est divisible par [jl^. Nous avons donc, pour 
les termes séculaires purs de L/, 

W,-i-fx«DL„ 
où DL| est développable suivant les puissances de [x et des 

17 CCS , 

sm 
Rappelons d'ailleurs que 

Or W| est une constante, ce n'est donc pas un terme séculaire 
proprement dit; quant à [jl^DL/, il nous donnera des termes de la 
forme 

(8) Au* 011,^?%'/, 

où l'exposant a sera au moins égal à deux, puisque [a^DL/ est divi- 
sible par [JL^. 

Or nous avons vu que les termes qui proviennent de (8) sont au 
moins de rang a. Ils sont donc au moins de rang deux. Donc les 
L/ n'ont pas de terme séculaire pur de rang plus petit que deux. 

c. Q. F. D. 

Nous n'aurons donc pas de terme en jjl^/, mais nous aurons des 

termes en 

[x* sinv'/, 

où V sera nul et où, par conséquent, v' sera divisible par [jl. 
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Soil, en développant suivant les puissances de jjl, 

v' = aj |x -4- aj jji- -h . . . , 
nous aurons 

[Ji* sinv'< = |JL- sin(aip< -h a,(ji'r -h. . .). 

Si nous développons suivant les puissances de jjl, le premier 
terme du développement sera 

Nous aurons donc des termes en ^l^L 

Après la découverte de Poisson, on crut lonj^^temps que le théo- 
rème était général et que, après Tavoir démontré d'abord pour la 
première approximation, puis pour la seconde, on ne tarderait pas 
à le démontrer également pour les approximations suivantes. De 
grands efforts furent faits dans ce sens et, naturellement, ils furent 
infructueux. 

En 1876, M. Spiru-Harctu montra l'existence de termes en jjl^/ 
et ce résultat causa un grand étonnement, bien que, dès cette 
époque, quelques personnes en aient soupçonné la raison. Il n'a 
plus aujourd'hui rien qui puisse nous surprendre. 

186. Revenons au Chapitre VIll. Au n** lil, nous avons trou\é 
la formule 



ax,=-^.2^'\/'/S^^^-^/£^''-^'\f'5r7^''' 



'rfF, 



et nous avons dit : 



i" Que la seconde intégrale du second membre ne peut donner 
de termes de rang zéro; 

2" Que les termes de rang zéro provenant de la troisième inté- 
grale étaient 

3" Que la première intégrale ne pourrait donner d'autrc> 
termes de rang zéro que ceux provenant des termes de rang u/t 
séculaires purs de 
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Or, d'après ce qui précède, ces termes n'existent pas. La pre- 
mière intégrale ne donnera donc pas de terme de rang zéro. 
Donc les termes de rang zéro de )./ ne pourront être que 



.0 r' dW ^ 

■^0 ' 



c'est-à-dire que l'on obtiendra les termes de rang zéro de X/ à l'aide 

de l'équation 

, , dl, dR 

(»^ -dt^'^'-^^^dur 

jointe d'ailleurs aux équations 

, , dh dR drii dR 

^'^^ 'dt=-'^'di[r -dr = ^w 

qui nous donnent les termes de rang zéro des $/ et des rj/. 

Comme R ne dépend pas des X/, mais seulement des L/ (qui, si 
l'on se borne aux termes de rang zéro, comme aux Chapitres VIII 
et IX, doivent être regardés comme des constantes), ainsi que des 
il et des rii qui ont été complètement déterminés à l'aide des équa- 
tions (lo). 

Les seconds membres des équations (9) sont donc des fonc- 
tions entièrement connues, de sorte que ces équations (9) pour- 
ront s'intégrer complètement par une simple quadrature. 

On obtiendra d'ailleurs ces termes de rang zéro de X/, qui ne 
peuvent être que séculaires purs, en partant de la formule 

termes séculaires purs de X/ = XJ -+- n'^t ■+- tbi-i- ^i-h val. moy. 8X/, 

et en faisant [jl = o dans gi et oX/. Alors oX/, qui contient [jl en 
facteur, s'annule et il reste 

Soit, d'autre part, 

n'i = fit-h /i- * ^ [1 -+- /i ^,.*^ (Jl* -f- . . . . 
Les termes 

étant de rang a — 1 , nous ne conserverons que le premier d'entre 
eux : 
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et il nous restera, pour les termes de rang zéro de A/, 

X? -f- /i| 4- ni/-4- /!/*' jji; + ^/. 

Or gi est développé suivant les puissances des 

Eyr cos w'f.^ Ea- sin ivj^.. 

C'est donc une fonction périodique des «'', et si nous nous rap- 
pelons la façon dont nous l'avons formée, en n'ajoutant pas de 
constante arbitraire après l'intégration, nous voyons que la valeur 
moyenne de celte fonction périodique est nulle. Il en est de même 

de la valeur moyenne de -^ • 

Donc, si nous remplaçons dans R les Ç,- et les tj/ par leurs déve- 
loppements suivant les puissances des 

Ea cos u'Jr. et Ea sin w'^^^ 
la valeur moyenne de 



dU 



sera égale à 



"^i 



.1) 



Il s'agit ici des développements étudiés au Chapitre IX, puisque 
nous ne considérons ici que les termes de rang zéro. Donc ces 
développements ne contiennent que des termes de rang impair 
par rapport aux E;t (c/l n®* 144 et suiv.), donc les Ç/ et les y^,- 
s'annulent avec les E^. 

Le coefficient nj*^ est développable suivant les puissances desEJ; 
pour avoir le premier terme de ce développement, il faut faire 

c'est-à-dire 

\lors R se réduit à ce que nous avons appelé Ro aux Cha- 
pitres VIII et IX; on aura donc, pour EJ= o. 

Ainsi, dans le développement de /i] suivant les puissances de jjl 
et des E^, le coefficient de [jl est -rr^' 
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SYMÉTRIE DES DÉVELOPPEMENTS. SOLUTIONS PÉRIODIQUES. 



187. Symétrie. — Reprenons les développements du Chapitre X 
qui procèdent suivant les sinus et les cosinus des multiples des 
arguments «'' et d*". Nous pouvons exprimer ces sinus ou ces 
cosinus à l'aide d'exponentielles imaginaires et écrire ces dévelop- 
pements sous la forme suivante : 

I La=2 Ae'?, Xa= «i-H^ 1^^'>» 
(I) \ U-^iM = ^Cei^, 



e-'9. 



OlI 



? = ^ ^y "'}-+- 2 /^y^V' 



j... 



et où les coefficients A, B, C, G dépendent des constantes W 
et E. 

Pour satisfaire aux équations du mouvement, il faut poser 

iv'j = n)t ^ TïTy, wj — — Yy / -^ m) : 
ou 

où 

Aux équations (i) nous adjoindrons les intégrales des aires que 

nous écrirons 

U = const., V = consi., 

en conservant aux lettres IJ et V la même signification que dans 
les Chapitres IX et X. Dans le cas où Ton est obligé d'avoir 
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recours à l'artifice du n° 178, c'est-à-dire de rapporter le système 

à des axes mobiles tournant autour de l'axe des a?3, les équations 

deviennent 

dL ^(F-+-a;jiH) 



(•'•) 



dt lû. 



[équation (20) du n" 178]. 

Nous avons trouvé alors, au n" 179, que U et V au lieu d'être des 
constantes sont proportionnels au cosinus et au sinus de ajx/ -}- A, 
de sorte que Ton peut écrire 

K et A sont des constantes réelles et K dépend des constantes W 
et E. 

En efl'et, 

s'cxprimant aisément à l'aide des L^, des Ça et desY^A, est une fonc- 
tion des W, des E, des «>' et des (ï*"; comme d'ailleurs c'est une 
constante, elle ne pourra dépendre des tr' et des (i*^, mais seule- 
ment des W et des E. 

Observons maintenant que les équations du mouvement ne 
changent pas quand on fait tourner tout le système d'un angle s 
autour de l'axe des ^"3. Cette propriété est vraie des équations 
ordinaires du problème des trois corps; elle est vraie également 
des équations (2) [équation (20) du n" 178]. 

On doit donc pouvoir donner, aux constantes d'intégration 

des accroissements tels que tout le système tourne d'un angle s 
autour de l'axe des x^, c'est-à-dire que 

( 3) La, '>k' $< -+- 'ir.A, U— i'^ik 

se changent en 

(4) La, Xa-hs, (Ça-+-'tja)^-^S {\k—ir^k)e'^' 

Et en elFet si nous faisons la transformation qui consiste à rem- 
placer les quantités (3) par les quantités (4) (^ étant un angle 
constant quelconque), les équations du mouvement ne changeront 
pas; donc on devra retomber sur une nouvelle solution particulière 
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(le ces équations, correspondant à de nouvelles valeurs des con- 
stantes d'intégration. 

Si l'angle s est iniiniment petit, les accroissements des con- 
stantes d'intégration seront des infiniment petits 

OW, OK, 0T3y, OTîJy, 

Il en résultera pour 

A, B, G, G', K, n}, yy 
des accroissements 

oA, oB, oG, oG', oK, o/iy, oy), 

pour \V: un accroissement ù\v": et pour © un accroissement 

Cj^ = ( fj^i -f- 0//, 



ou 



r^v = ^ kj on'j - ^ pj 07}, oA = 2 kj omy -h 2 PJ ^^y • 

D'un autre côté, D^t, Xa? iA-f- '^Oa? Sa — '''iA devront suhir des 
déplacements 

O, £, 

{U-+- iTfiA:)«e =— «e^ Ge'?, 

de sorte que Ton aura 

o = V oA e'? -h e V A ov^e'? -f- i V A 8Ac"?, 

£ = / o/i; -H onjA-4- V oB e'? -+- t V B ov/e'? -h e V B oAe'?, 
(5) '' 

— /eVCc'? =yoGe'? -h/VGov/g'? h- 1 V G o//é?'?, 

/£ y GV-'? = 2aG'e-'?- i^ G'ov^e-'?— t'V G'8//g-'?. 

Les deux uiemhres des équations (5) sont développés suivant 
les puissaures de t (qui ne figure d'ailleurs qu'à la puissance o et 
à la puissance i) et suivant les sinus et les cosinus des multiples 
des n'jt et des y' /. Ces deux membres sont donc de la forme des 
fonctions considérées dans le leuime du n° 107. Ce lemme s'applique 
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donc; c'est-à-dire que nos équations ne peuvent avoir lieu que si 
les termes semblables se détruisent. 

Donc les termes en t^ ou en ^e'9, qui ne figurent pas dans le pre- 
mier membre, doivent s'annuler dans le second. 

Donc : i" on aura 



Zn'. — o ; 



2" Pour tous les termes dont le coefficient A, B, C ou C n'est 
pas nul, on aura 



8v = o. 



Or les termes les plus importants du développement de i^iii ir\k 
sont ceux que nous avons trouvés au Chapitre VllI. Ce sont des 
termes en 

Us ne s'annulent pas en général et ils ne peuvent se réduire avec 
les termes suivants puisqu'ils sont beaucoup plus grands que tous 
les autres quand [jl et les E sont très petits. Or si o = Wj, on a 



on a donc 






^yj=o. 



Les n'f^ et les y' sont des fonctions des constantes W et E; alors 
une question se pose : des 3/i équations 

(6) a/i;^.= oY)^(> 

peut-on déduire les 3/i équations 

(7) aw = oK = o? 

La réponse est aisée; on a évidemmenl 

donc, si le déterminant fonctionnel des nf^ei des y' par rapport aux 
W et aux E n'est pas nul, c'est-à-dire s'il n'y a pas de relation 
entre les fonctions /tj^ et y', les équations (6) entraîneront les 
équations (n). 

Si toutes les planètes se meuvent dans un même plan, de telle 
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façon qu'il n'y ail pas à se préoccuper des inclinaisons, on a 
seulement n arguments tv" et n arguments (v', et, entre les 2// 
coefficients correspondants n! et y', il n'y a aucune relation (nous 
reviendrons sur ce point au numéro suivant). 

Si toutes les planètes ne se meuvent pas dans un même plan de 
telle façon que l'on ail à tenir compte des inclinaisons et que l'on 
ait à employer l'artifice du n" 178, il y aura une relation, puisque 
l'on aura, d'après le n" 179, 



Yi« = »:-i> 



Ci 'est-à-dire que Yj,, est une constante indépendante des E et des W. 
Dans ce cas, il conviendra d'envisager la constante 



Ci 'est la projection du vecteur des aires sur le plan des x^x^'^ elle 

rie change donc pas quand l'on fait tourner tout le système d'un 

single Ê (ce qui revient à un changement d'axes de coordonnées où 

1 ''axe des x^ et le plan des x^ x^ sont conservés). 

On aura donc 

8K = o. 

Or entre les /ij^, les y'- (en exceptant y^,,) et K, il n'y a aucune 
i^elation (je reviendrai sur ce point au numéro suivant). On pourra 
donc toujours raisonner de la même manière et, des équations (6) 
4iuxquelles on adjoint oR = o, on pourra déduire les équations (^) 

ÔW = oE = o. 

Comme A, B, C, CJ ne dépendent que des W et des E, on en con- 
clut 

et nos équations (5) deviennent 

o = *^ A o/ie'^j 

£ — t N B 8/i e'? -+- OBJx , 
(S bis) { 
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La première de ces équalions nous apprend que, pour tous les 

termes de La, on a 

oh = o. 
De même on a 

oh = o, 

pour tous les termes périodiques de àa. 

D'autre part, la deuxième équation nous montre en outre que 

Knfîn les deux dernières équations nous montrent que pour tous 
les termes de Ça ou de tia, on a 

o// = — 6. 

Il en sera de même pour tous les termes de Çj^ et y;]^, où les Ç]^ et 
les ri'f^ sont liés aux Ça et aux Tja par le changement linéaire de 
variables du n" 15 L 

Or parmi les termes de ÇaH- î'^kj ^^ y ^ des termes en 

(|ui ne s'annulent pas puisque leur coefficient est très voisin de Ea 
pour ijL cl Ea très j)etits. 
Pour ces termes ou aura 



el par conséquent 
On a donc 



Il vient donc en général 



09 = ow'^. 



oh = dTSf^.. 



OTîj]j^. = — e. 



^^ = ^Ç^h-^Pjj 



D'où cette conséquence : 

Pour tous les termes de La et de Xa on a entre les entiers kj et pj 
la relation 



i^'-i 



Pj = o. 
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Pour tous les termes de Ça et de r,A, on a 

Ces résultats sont analogues à ceux que nous avons obtenus 
aux n*** 116 et 162. Remarquons que nous aurions pu raisonner 
ici comme aux Chapitres VI et Vil et inversement qu'au Cha- 
pitre VII nous aurions pu raisonner comme nous le faisons ici. 

188. Au numéro précédent nous avons annoncé, sans le dé- 
montrer, qu'il n'y avait pas de relation entre les n' et les y' si toutes 
les planètes se meuvent dans un même plan et que, dans le cas con- 
traire, il n'y a pas de relations entre les «', les y' et K. Nous en 
avons conclu les équations 

8W = 8fc: = o. 

11 serait aisé de vérifier cette assertion en se bornant aux pre- 
miers termes des développements, mais on peut arriver au résultat 
[)ar une voie plus simple. 

Reprenons en effet les variables $'. et y|J^ qui sont liées aux ça et 
aux Y|A par les relations linéaires du n'' 151 ; on pourra les déve- 
lopper sous la même forme et écrire . 

en mettant en évidence le terme tout connu D^j ; de même dans \c 
développement de La je puis mettre en évidence le terme touï 
connu et écrire 

Quand je ferai tourner tout le système d'un angle e, on voit cpie 
^'^ -t- r{^^ ne change pas, et il en est de même de La; on a donc 

oDi H- y oD e'? 4- / y D 09 €^9 = o, 
oAj H- y oAe'?H- «y A r,oe'9 = o. 

Les termes tout connus doivent s'annuler, d'où 

(8) 005 = o. oAi=o. 
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Les Dj et les Aj sont des fonctions des W et des E. Les équa- 
tions (8) entraînent-elles les équations (7)? Il suffit pour cela, 
comme nous l'avons dit, qu'il n'y ait aucune relation entre les DJ 
et les Aj. Or cela est aisé à vérifier. 

Il suffit de faire la vérification pour [jl = o. Or, pour [x = o, on a 

et par conséquent 

Pour [jL = o, les Ça? les t,a, les Çj^ et les v^j^ se réduisent à leurs 
termes de rang zéro, c'est-à-dire à leurs valeurs telles qu'elles ont 
été calculées dans le Chapitre IX. 

Il nous suffira de faire la vérification pour les petites valeurs des 
excentricités et des inclinaisons, c'est-à-dire pour les petites 
valeurs des E^. Il est clair en efi'et que, s'il y avait des relations 
entre les A]} et les DJ, ces relations subsisteraient quand on rédui- 
rait les développements à leurs termes de degré le moins élevé. 

Or, pour les petites valeurs des E^, nous pouvons réduire les Ça 
et les TiA aux premiers termes de leurs développements suivant les 
puissances des Ea, c'est-à-dire à leurs valeurs telles qu'elles ont été 
calculées dans le Chapitre VIII. On a alors 

et par conséquent 

Il n'y a donc aucune relation entre les Aj= Wa et les Dj= EJ. 

c. Q. F. D. 

Donc les équations (8) entraînent les équations (7) et par con- 
séquent 

aA = oB = 8C = oC'=o. 

On peut poursuivre l'analyse comme au numéro précédent. 

189. On peut en déduire des conséquences sur la façon dont les 
n'f^ et les y' dépendent du coefficient a qui figure dans les équa- 
tions (20) du n° 178 [équation (a)]; appelons (2 bis) ce que de- 
viennent les équations (2) quand on y remplace a para-|-5aen 
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donnant à a un accroissement 8a. Alors à une solution 

U, >^A» h-^irik, U—ÎTikj $a?-hVa? 
des équations (2) correspondra une solution 

des équations (q bis). 

D'autre part on pourrait concevoir que, pour passer d'une solu- 
tion particulière des équations (2) à la solution correspondante 
des équations (2 bis), il fût nécessaire de donner aux constantes 
d'intégration de petits accroissements. 

Les coefficients A, ..., v, ... subiront également des accroisse- 
ments, d'une part parce qu'ils dépendent de ces constantes et 
d'autre part parce qu'ils dépendent de a. Nous sommes donc con- 
duits aux formules suivantes, analogues aux équations (5), où 
toutefois nous avons mis en évidence comme au numéro précédent 
les termes tout connus 5A)[ et 8DJ : 

o = 8A2.-+-2oAe'? -^-iVASv^tf'? -f-tVAÔAe'?, 

(9) / _ t7 Ht 8a 2 C e'? = ^^ ^^ ^'^ h- « 2) G Sv 16^9 -h e Y G 8A<?'?, 
itl>.^0L^Ce-i9 = ^ 8G'e '9— « V G' ov ;<?-/?— «V G'8A^-'?, 
o = 8DÎ-+- y 8D e'? -h t y D 8v /e'? -h t V D 8/1 <?'9. 

Egalons encore ici les termes semblables; nous trouverons 

d'abord 

8AÎ=o, 8Dj = o, 
d'où 

8W = 8E = o. 

Nous' voyons ensuite que 3v et 5/i sont nuls dans les développe- 
ments de 

^ki A.V, U -+- 'ÏA- 

et que 

8nyA. = o. 

Mais le point le plus important au point de vue qui nous occupe, 



3i«> CIIAPITRK XII. 

c'est que l'on a, en égalant les termes en / dans la seconde équa- 
tion 

|1 02 = O/l;^.. 

(*t en égalant les fermes en /^'? dans la troisième et la quatrième, 

— [i. oa — ov, 

et cela pour tous les termes de 5* et de y\k dont le coefficient n'est 
pas nul. Or, parmi ces termes, il y a comme nous l'avons vu dv> 
termes en 

où 

On a don(! 

Ainsi tous les S/iJ^ et les SyJ^ sont égaux entre eux; les dilFérences 
/?j^ — fij^ Y/( — Yy, n'f^ — Yy, sont donc indépendantes de a. Comme 
nous avons vu d'autre part que y.^^^ est égal à ajx, nous pouvons 
conclure que n'f^ — ol'x et Ym — ^\^ sont indépendants de a. 

Dans les développements de La et de Xa, on a 

doii 

V = 2 A'jn'j-^pj^!) = 2 /•,.(„;.— a;x)-2/^y'V;— ^'^ >• 

ce qui montre que v est indépendante de a. 

Si donc on regarde les constantes w et w' comme indépendantes 
de a, l'angle cp sera indépendant de a, et il en sera de même do 
ivl — ajjL^. Il en sera donc de même de La et de Xa — ajjL/. 

Quand donc a se changera en a 4- oa, les quantités La et Xa se 
changeront en La et )va-I- oajx/. 

Dans les d(.*veloppemenls de Sa et j/a, on a 



2'-2,.=- 



cl par conséquent 



= 2d ^'^''j~^PJ^('y = 2 ^V('iy— »î^)-2^>(y> - ^l^)— ^l^^ 
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ce qui prouve que v — ajji est indépendant de a, et par conséquent 
que (p -h a[jL/ est indépendante de a. 
Donc 

( U-H «>iAO <?'*l^' = y] Ge'(?^-«l*'> 
est indépendant de a, et il en est de même de 

Cela veut dire que quand on changera a en a -h 5a, les expressions 
ik-h îfïk et Ça — «T^A se changeront en 

Donc pour passer d'une solution des équations (2) à la solution 
correspondante des équations (2 bis)^ il suffit de changer a en 
a -+- Sa, sans rien changer aux constantes d'intégration W, E, nj, xs\ 

On pourrait d'ailleurs se borner à constater qu'en changeant 
dans nos développements 

w' en w" -\- èoL II t ^ 
w' en (v' — ôafif, 

en conservant les mêmes constantes W et E, on change La, Aa, 
Ik+ir^k, 5a— îfïk en La, Xa-1- 8a[x/ 

(^k-îrik)ei^oL^t^ 

c'est-à-dire que l'on passe d'une solution des équations (2) à une 
solution des équations (2 bis). Cela résulte immédiatement des 
relations 

ou 

2^-2/'=-, 

sans que l'on ait besoin de recourir à l'analyse qui précède. 

Tout cela nous montre que le passage de la solution générale 

des équations (2), c'est-à-dire des équations (20) du d? 178, à 

celle de l'équation du mouvement des trois corps rapportés à des 

axes fixes, se fait d'une façon immédiate; les coefficients des déve- 

P. — I. 21 
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loppements (A, B, C, C) ne dépendent pas de a; seuls les moyens 
mouvements dépendent de a et ils en dépendent linéairement. Il 
suffit donc de donner à chacun de ces moyens mouvements la 
valeur qui correspond à a= o. 

Dans ces conditions l'un d'eux s'annule, c'est y'an' ^^ d'ailleurs 
nous choisissons le plan invariable pour plan des^i^a? l^i quan- 
tité que nous avons appelée Ej^ s'annule ; de sorte que les 
termes qui dépendent de l'argument w'^^ disparaissent d'eux- 
mêmes. 

190. Conjonctions sjrmétriques. — Supposons qu'à l'époque 
/ = o tous les astres se trouvent dans un même plan que j'ap- 
pellerai P et que toutes leurs vitesses soient dirigées perpendicu- 
lairement à ce plan. 

Nous dirons alors que les astres sont en conjonction symétrique. 
Dans ce cas, il arrivera que si l'on compare les positions d'un 
même astre à l'instant ^ et à l'instant — / ces deux positions sont 
symétriques l'une de l'autre par rapport au plan P. C'est là une 
conséquence immédiate de la symétrie de nos équations. 

Nous pouvons supposer que l'on ait défini les constantes m 
et m' de telle façon que les arguments iv' et i\^' s'annulent au 
moment de la conjonction symétrique, c'est-à-dire pour / = o. 
Quand nous changerons t en — t^ c'est-à-dire quand nous change- 
rons les (v' et les (v" en — (v' et — <v", la position de chaque astre 
sera remplacée par sa symétrique par rapport au plan P. Si nous 
choisissons le plan P pour plan des X|a?3, cela veut dire que L*, 
Aa, ;a, fik se changeront en L/t, — X^, Ç^ et — 7\a. Donc cfans nos 
déi^e loppements procédant suivant les sinus et les cosinus des 
multiples des iv' et des (v", les L^ et les Ça ^^ contiendront que 
des cosinus y tandis que les àa et les Tja ne contiendront que des 
sinus. 

On pourrait croire qu'en nous imposant la condition de la con- 
jonction symétrique, nous avons restreint la généralité, mais en 
réalité, nous ne l'avons pas fait d'une façon essentielle. Si en effet 
il y a ^ 4- I corps dont le centre de gravité commun est supposé 
fixe, c'est-à-dire n planètes, il nous reste, au moment de la con- 
jonction symétrique, des arbitraires au nombre de 3/i, à savoir 
les 2 n coordonnées des n planètes dans le plan P, pris pour plan 
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des XtX^^ et leurs n vitesses dont la direction nous est imposée, 
mais dont la grandeur reste arbitraire. Nous pouvons alors profiter 
de cette indétermination pour choisir arbitrairement les 3n con- 
stantes W et E. 

Or nos inconnues ne dépendent que de ces Sn constantes et des 
3/1 arguments u^ etiT*"; nos développements qui contiennent les 
uns seulement des sinus, les autres seulement des cosinus nous 
suffisent donc pour nous donner la solution la plus générale. En 
donnant aux constantes m et m' la valeur zéro, on aura la solution 
particulière qui correspond au cas de la conjonction symétrique ; 
en leur donnant des valeurs quelconques on aura la solution géné- 
rale. 

191. D'autre part, si nous remplaçons le système par un autre 
symétrique du premier par rapport au plan des x» Xj, les L et les 5v 
ne changeront pas, non plus que les variables excentriques tandis 
que les. variables obliques changeront de signe. 

D'ailleurs, en vertu de la symétrie des équations, si les positions 
initiales des deux systèmes ainsi comparés sont symétriques l'une 
de Tautre par rapport au plan des XiX2, il en sera de même de 
leurs positions à un instant quelconque. 

Soient donc 

Wa, Ea, wa, w'f., 

les valeurs des constantes d'intégration qui conviennent au premier 
de ces deux systèmes; on doit pouvoir trouver d'autres valeurs de 
ces constantes qui conviennent au second système, c'est-à-dire 
telles qu'en les substituant aux valeurs primitives de ces constantes 
on change le signe de toutes les variables obliques sans altérer les 
autres variables. 

Soit alors, pour le premier système, 

un terme quelconque de l'un de nos développements, la lettre o 
ayant la même signification qu'au n° 187. 

Soit A'e'^9'^^^ le terme correspondant pour le second système. 
Les deux développements devront être identiques au signe près. 
Si donc on a afiaire à Lk, Xa ou à une variable excentrique, on 
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aura (en égalant terme à terme les développements correspon- 
dants) 

Si l'on a affaire à une variable oblique, on aura au contraire 

Ae^? = -- A'e'<?+^'', 

ce que Ton peut réaliser de deux manières : 

i" En faisant 

A = — A', h = o; 

2*' En faisant 

A = A', h = TT. 

Pour fixer les idées à ce sujet, nous supposerons qu'il y ait 
conjonction symétrique à l'instant / = o, c'est-à-dire que les con- 
stantes w et tît' soient nulles. Ainsi que nous venons de le voir, 
cela ne restreint pas la généralité d'une manière essentielle. On 

aura alors 

A = o, 

avec A = A' pour les L, les X et les variables excentriques et 
A = — A' pour les variables obliques. 

Rappelons d'abord que, dans les conventions faites dans les 
Cliapitres précédents, les indices impairs ont été affectés aux 
variables excentriques $ et r, ainsi qu'aux E et aux w' correspon- 
dants, tandis que les indices pairs ont été affectés aux variables 
obliques ç et r^ ainsi qu'aux E et aux iv' correspondants. 

Que deviennent donc les constantes W et E quand l'on passe 
du premier système au second symétrique du premier par rapport 
au plan des a^i J^a? 

Je dis que les W ne cliangent pas, non plus que les E d'indice 
impair, tandis que les E d'indice pair changent de signe. 

D'abord pour les W. Nous avons vu que W/ n'est autre chose 
([ue la valeur moyenne de 

prise par rapport à t et aux (v (valeur moyenne qui s'obtient, je le 
rappelle, en exprimant tout en fonctions de t et des w et conservant 
seulement les termes indépendants de t et des «>). Quand l'on veut 
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ensuite tout exprimer en fonctions des nouveaux arguments w' 
et (ï'^'j il faut, comme nous l'avons expliqué au Chapitre X, faire 

puis remplacer L", ^/, $,?, y;" par leurs valeurs en fonctions des iv'. 
On voit que les termes dépendant de t disparaîtront quand on fera 
T = o; que les termes indépendants de t, mais dépendant des (v, 
nous donneront des termes dépendant des a'", tandis que les 
termes indépendants de t et des (v nous donneront des termes 
indépendants des (ï*^. 

La valeur moyenne par rapport à t et aux (v, ne différera donc 
pas de la valeur moyenne par rapport aux a^. D'autre part 

dk _ cD» fil] __ dri 

dwi dw'i dwi dw"f 

de sorte que finalement W/ n'est autre chose que la valeur moyenne 
par rapport aux w" de 

Remarquons en passant que W/ étant une constante, cette 
expression (lo bis) ne peut contenir de terme indépendant des «^' 
et dépendant des (v'. Or si nous nous reportons à la comparaison 
des développements du Chapitre XI, nous voyons tout de suite 
que les termes séculaires purs proviennent du développement des 
termes qui dépendent des (v' sans dépendre des iv'^ L'expres- 
sion (lo bis), ou si l'on aime mieux l'expression (lo), ne peut 
contenir de termes séculaires purs. 

C'est là une généralisation du théorème de Poisson. 

Quoi qu'il en soit, quand l'on passe du premier système au 
second L et X ne changent pas, ç et r, n^ changent pas non plus 
quand l'indice est impair (variables excentriques) ; Ç et t^ changent 
de signe tous deux quand l'indice est pair. En résumé, l'ex- 
pression (lo bis) ne change pas. Donc W/ ne change pas. 

C. Q. F. D. 

Passons aux E;t. Soit \a le coefficient de coswj^ dans l'un de nos 
développements; comme tous nos développements doivent pro- 
céder suivant les puissances des Eycosi^'y, Eysincvy, nous devons 
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conclure que le rapport 



El. 



est développable suivant les puissances des Ey ; nous avons donc 
des équations de la forme 

Aa= Ea©a(EÎ, E|, El„) (Â- = 1, 2, ..., 2/1), 

ail les ^ff sont des séries ordonnées suivant les puissances des Ey. 
De ces équations, on pourra, par le théorème sur le retour des 
suites, déjà appliqué aux n"' 66 et 181, tirer les Ey en séries 
ordonnées suivant les puissances des A^. Il résulte des formules 
précédentes que quand on change le signe de E;t, celui de Ak 
change. Il en résulte que le développement de E^t suivant les 
puissances de \ doit être divisible par .\a et que le quotient 

E;t 

ne devant pas changer quand on change le signe de l'un quel- 
conque des .\y, procédera suivant les puissances des Ay et que l'on 
aura 

les •} procédant suivant les puissances des Ay. 

Or nous venons de voir que, quand on passe du premier système 
au second (qui est symétrique du premier par rapport au plan 
des X1X2), le coefficient A^ ne change pas si l'indice k est impair, 
et change de signe si cet indice est pair. Il en est donc de même 
de la constante Ea. c. q. f. d. 

Nous avons vu d'autre part que tous les coefficients A du déve- 
loppement des L, des X et des variables excentriques ne changent 
pas quand on passe du premier système au second. Tous ces 
coefficients sont donc de degré pair par rapport aux constantes E^ 
d'indice pair; dans chacun de leurs termes, la somme des expo- 
sants des constantes Ef( d* indice pair est donc paire. 

Mais ces développements procédant suivant les puissances des 
Eacoswj^ et des E^sinn]^, l'exposant de E^ est de même parité que 
le coefficient du u'y correspondant (cf. n** 69). 
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Donc la somme des coefficients des arguments kv\ d^ indice 
pair est paire. 

Dans les dé>eloppeinents des variables obliques, au contraire, 
chaque coefficient change de signe quand on passe du premier 
système au second. Donc, inversement, la somme des exposants 
des constantes E^ d' indice pair est impaire, ainsi que la somme 
des coefficients des arguments (vj^ d^ indice pair, 

192. Coordonnées héliocentriques. — Les coordonnées hélio- 
centriques rectangulaires des planètes, leurs rayons vecteurs, les 
cosinus et les sinus de leurs longitudes et de leurs latitudes, leurs 
distances mutuelles sont des fonctions uniformes des éléments 
canoniques L, )., ;, v|. Comme L^t, \k — *^']t> $*? ''iA sont des fonc- 
tions périodiques des arguments (v', (i*", il en sera de même des 
coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc., de 
sorte qiie ces quantités seront développables suivant les sinus et 
les cosinus des multiples des tv' et des «'". De plus elles sont déve- 
loppables suivant les puissances des E^costr]^, E^siniv]^, puisque 
les éléments canoniques le sont. Ainsi les développements des 
coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc. seront 
de la forme 

2;-^n('''io:i:(2/v.^}-2;.>.^;). 

Les coefficients constants A dépendant seulement des W et de [jl, 
et I I (EJ') désignant le produit de 2 n facteurs de la forme EJ'. En 
raisonnant comme au n** 69, on verrait d'ailleurs que 

qj^pj (mod2) qj^\PjV 

Quand nous ferons tourner tout le système d'un angle s autour 
de l'axe des J73, c'est-à-dire d'après le n" 187, quand nous change- 
rons iv'j et w'j en {Vj-\-t et (vj — s, les distances mutuelles des 
n -f- I corps ne changent pas; il en sera de même des coordonnées 
héliocentriques 

t' t' 

ou 

relatives à l'axe des ^Ta. 
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Les coordonnées relatives aux axes des Xi et des x.* subiront au 
contraire un changement; il est clair en effet que 





x\ -H t>i, 


X ^ i~ * ^5 1 




Xi -\- ixi^ 


3^4 -+- 1375, 


se changeront en 







{xx-^ ixt ) tf'6, ( x^ ■+- ixg ) c'e, . . . , 



tandis que 



,f 






se changeront en 



(x; — 1>; ) e-'s (a:; — ix^ ) e-'^, . . . , 

(-Cl — ixt) e-'î, ( j-v — ixs) e-'«, 



Il en résulte que 



O, 



dans le développement des distances mutuelles et des coordonnée* 

^3î ^6» •••♦ *^J» ^6> ••• 

et quo 

dans le développement des coordonnées 

^1» ^t > '^it ^5» •••» ^1» ^I» ^4» ^8» •••• 

A cause de la symétrie par rapport au plan des Xt x^ {cf, n** 190), 
les développements de 

f I t I 

^11 •^3> •^i» ^6' •••> «^l» "^J» «^4» •''6} ••• 

n» contiennent que des cosinus, et il en est de même de ceux des 
rayons vecteurs et des distances mutuelles. 
Au contraire, les développements de 

ne contiennent que des sinus. 

A cause de la symétrie par rapport au plan des x^x% {cf, n" 191 ), 
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les développements de 

jouissent de cette propriété que les deux sommes 



V 



2 



^J^ Z. PJ 



sont paires quand la sommation est étendue à toutes les valeurs 
paires de l ' indice j . 

Il en est de même pour les distances mutuelles et les rayons 
vecteurs. 

Au contraire, dans les développements de 






ces deux sommes sont impaires. 

193. Nombre des arguments. — Supposons qu'il y ait n -\- \ 
corps, soit n planètes ; le nombre des arguments est de 3 n, à savoir 
in arguments (v' et n arguments «r". Si Ton rapportait le système 
à des axes mobiles de façon à retomber sur les équations (20) 
du n® 178, tous ces arguments seraient distincts; car il n'y aurait 
entre les moyens mouvements n\ et — y^- aucune relation linéaire 
à coefflcients entiers. 

Mais il n'en est plus de même si nous prenons des axes fixes 
(c'est-à-dire si nous faisons a = o dans les équations (20) du 
n" 178). Dans ce cas, en effet, l'un des moyens mouvements y^,, est 
nul, de sorte que l'un de nos arguments iv^,^ se réduit à une con- 
stante. Nous n'avons plus alors que Zn — 1 arguments distincts. 

Observons que, si nous prenons le plan invariable pour plan des 
Xx oc^^ on a 

Pour nous en rendre compte supposons de nouveau a différent de 
zéro et reprenons les équations démontrées plus haut (<?/*. 179) : 

U = K sin(9({JL/ -H /<), V = K cos(a|jir-i- h)\ 

nous avons vu que wf.t-\- h n'est autre chose que w\^ ; il en résulte 
que K contient en facteur Eo/i; si donc je fais E2//=o, les deux 
quantités U et V seront constamment nulles, c'est-à-dire que le 
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vecteur des aires sera constamment normal au plan des ^71^29 
ainsi la condition E2„= o équivaut à celle que le plan des x^ x^ et 
le plan invariable coïncident. 

Pour passer du cas où a n'est pas nul, à celui où a est nul, il 
suffit de conserver les mêmes développements mais en attribuant 
aux moyens mouvements d'autres valeurs {cf. n" 189 in fine). La 
condition pour que les deux plans coïncident restera donc la 
même, c'est-à-dire E2;,= o. 

Si Ton faitE2/i=:o, tous les termes qui dépendent de l'argu- 
ment (^2^ disparaissent; dans ceux qui resteront, nous aurons 
donc 

pour certaines de nos coordonnées, et 

pour d'autres coordonnées et pour les distances mutuelles et cela 
en donnant à V indice j de pj toutes les valeurs, saufj=z^n. 
Les distances mutuelles auront donc un terme général de la 
forme 

oïl 

ou ce qui revient au même 

oïl l'indice de kj peut prendre les valeurs 
et celui de pj les valeurs 

Donc les distances mutuelles ne dépendent que des 3 — 2 



arguments 



W'j-T- iV'i,!.-,, iVj— tvi„_i 
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Cela a été déinontré en choisissant le plan invariable pour plan 
des XiX2', mais, les distances mutuelles étant indépendantes du 
choix des axes, cela reste vrai quel que soit le plan des x^Jr^ 
choisi. 

En particulier les distances mutuelles dans le cas du pro- 
blème des trois corps dépendent de quatre arguments. 

Si le mouvement est plan, nous n'avons que n arguments i\^' et 
n arguments («''; tous ces arguments sont distincts, de sorte que les 
coordonnées dépendent de 2 /i arguments. Les développements des 
distances mutuelles satisfont à la condition 



2 '-2 



p = o. 



Les distances mutuelles ne dépendent donc que de 2/1 — i argu- 
ments (3 dans le cas des trois corps). 

Supposons maintenant que Tune des masses soit infiniment 
petite. Dans ce cas nous aurons n corps (n — i planètes) dont les 
coordonnées dépendront seulement de 3/i — 4 arguments 



(l'i, iv';, ..., Wn-l^ «'/M 
^^39 ^iy •••ï "*î/i-3» **'2/i— 1» 

«>;, «»;, ..., iv'^n-i. 



Tout se passera en effet pour eux comme si la masse infiniment 
petite n'existait pas, puisque son action est trop petite pour 
troubler leurs mouvements. Quant à la masse infiniment petite, 
ses coordonnées dépendront en outre des trois arguments nou- 
veaux 

iv\, tv'j, «»;. 



Quant aux distances mutuelles des n gros corps, elles dépendront 
de 3/1 — 5 arguments seulement; celles du petit corps aux gros 
corps dépendront de 3/i — 2 arguments, c'est-à-dire toujours de 
trois arguments nouveaux. 

Supposons maintenant que nous ayons trois corps seulement 
dont l'un infiniment petit. Cela revient à supposer dans le cas 
précédent n = a ; on n'a plus alors que deux gros corps; mais les 
coordonnées des deux corps, dont le mouvement est alors képlé- 
rien, ne dépendent plus de 3n — 4 = 3.2 — 4 = 2 arguments, mais 
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d'un argument seulement; cela tient à ce que le périhélie étant 
fixe, l'argument tv^„_, =: iv'^ se réduit à une constante. 
Les coordonnées du petit corps dépendent alors de 






ou (puisque w'^ est une constante) de quatre arguments distincts 
seulement. 

La distance mutuelle des deux gros corps dépend alors d'un 
seul argument distinct w"., et la distance du petit corps aux deux 
gros dépend, comme ses coordonnées, de quatre arguments dis- 
tincts. 

Je voudrais faire voir que (v, représente bien la longitude du 
périhélie de l'orbite de la grosse planète et que Srv\ représente la 
longitude du nœud; et surtout que E3 s'annule avec l'excentricité 
de cette orbite, et E| avec son inclinaison. 

Si nous égalons E4 à zéro^ le plan des X\ x^ se confond avec le 
plan invariable qui n'est autre chose dans le cas actuel que le plan 
de l'orbite de la grosse planète. 

Dans ces conditions, tous les termes dépendant de w\ dispa- 
raissent de tous les développements. Supposons maintenant de 
nouveau que a ne soit pas nul, c'est-à-dire que notre système soit 
rapporté à des axes tournants. Dans ce cas les coordonnées de la 
grosse planète dépendent de deux arguments distincts iv!. et \\\ 
dont les moyens mouvements sont respectivement 






= — a.'-t» 



celles de la petite planète dépendent des cinq arguments iv",, ci'^. 



W^2, iï'jî ^^'s* 



Quand l'excentricité est nulle, les coordonnées de la grosse pla- 
nète sont proportionnelles à cosiv'^, sin^ï^^, elles ne dépendent 
donc plus de (Vj, ce qui veut dire que £3 = 0. Si Ej = o, tous 
les termes dépendant de w^ doivent disparaître de tous les déve- 
loppements. 

Donc, si V excentricité de V orbite de la grosse planète est 
nulle, les coordonnées de la petite planète et ses distances aux 
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deux autres corps pourront se développer suivant les sinus et les 
cosinus de 

(pi ei ps étant nuls) et Ton aura 

Al -h X'j — p\ — pt^ o 

pour les distances mutuelles, et pour x^ 

X'i-i-Arj — />! — />,= I, 

pour J7| et pour X2. 

Si nous supposons de plus £3=0, tous les termes dépendant 
de w[^ disparaîtront. Comme dans la troisième coordonnée x^, 
tous les termes sont d'ordre impair par rapport aux E d'indice 
impair {c/, n" 191), c'est-à-dire par rapport à E2, tous ces termes 
s'annuleront et x^ sera constamment nul. La petite planète restera 
constamment dans le plan de l'orbite de la grosse planète. JNous 
retombons sur le problème restreint. 

Dans ce cas, les distances de la petite planète aux deux autres 
corps procèdent suivant les cosinus de 

A-, w\ -h Aï cr'i -hpi w'i , 
où 

/?! = Ai-hA,. 

Elles dépendent donc de deux arguments seulement 

Rappelons que les moyens mouvements -^ sont finis, tandis 

que les moyens mouvements -^ sont très petits de l'ordre de [x. 

Dans le problème restreint, on voit immédiatement que les moyens 
mouvements 

dt ' dt 

sont tous les deux finis. C'est là l'une des raisons de la simplicité 
relative du problème restreint; c'est pour cela que ce problème 
jouit des propriétés simples démontrées au Chapitre VII. 
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194. Solutions périodiques. — Supposons que Ton fasse 

El = Ej = . . . = Ein = o, 

oïl aura une solution particulière qui ne dépendra que des argu- 
ments i\^' et pas des arguments (v'. 

Dans le cas du problème des trois corps, les distances mutuelles 
dépendent alors des cosinus de 

Comme tous les p sont nuls on aura 

2^ = 0, /j = — A-,, 

de sorte que nos dislances mutuelles dépendent de Targument 
unique 



«•J— wl. 



Ce sont donc des /onctions périodiques du temps. Nous retom- 
bons ainsi sur les solutions périodiques de la première sorte 
étudiées au Chapitre III du Tome I de mon Livre sur les Méthodes 
nouvelles de la Mécanique céleste. Ce sont des solutions rigou- 
reuses. 

19o. Choix des constantes. — Dans le Cfiapitre X, nous avons 
adopté comme constantes fondamentales les valeurs initiales L®, 
\^î S/î ''i/î j'^i expliqué au Chapitre VI comment un choix diflé- 
rent est possible et comment on peut par exemple prendre au lieu 
des valeurs initiales les valeurs moyennes. 11 semble qu'ici, le choix 
le plus convenable serait le suivant. 

On prendrait encore les valeurs initiales Ç]? et 'f\- des Ç/ et des r,/, 
on prendrait les valeurs initiales \^i des \i et on les choisirait 
égales à zéro. Mais au lieu des L^^ on prendrait les W/, c'est- 
à-dire les valeurs moyennes des 

^ dwi ^^ ^ dwi 

Voici comment devrait alors être dirigée l'application de la 
méthode de Lagrange et les approximations successives du Cha- 
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pitre V. En première approximation, on prendrait 

L, = \V,. 



Nous poserons 



h 


— 


Wi 


H- SX/, 


ii 




il 


+ 85,-, 


-m 


^= 


1? 


+ 8-»)/. 



En /i»^™* approximation, on prendrait 

en remplaçant dans -jr^ les inconnues parleurs valeurs de (/i — iy«»"*' 

approximation; L/ n'est pas entièrement déterminé, il ne Test 
qu'à une constante près; pour achever de déterminer L/ il faut se 
donner la valeur moyenne de L/, nous prendrons 

(..> Val. „.oy. L, = W,- val. ,„oj. (^ «'^ ^ "^2 «î S)" 
Nous avons, en eflet, 



dri dtr^ dki d BX,- cD^j>. d Sk 



A- 



dwi dwi ' dwi ~ ' dwi ' dwi ~ dwi \ < h 

Val. moy. W|-i — = o, 

Val. mov. bi , = o. 

Dans le second membre de (ii), nous pourrons remplacer les 
inconnues par leurs valeurs de (n — i^'ème approximation. Si, en 
eflet, l'erreur commise sur SL par exemple est de l'ordre de (x"~*, 
Terreur commise sur le produit 

dwi 

sera de l'ordre de jjl", puisque SX et -i — ^ sont de l'ordre de u. 

L'équation (ii) permet donc d'achever le calcul de L/. Je 
n'ajouterai rien au sujet du choix des constantes E^; je dirai 
seulement que, si nous choisissons au lieu des Ejtdes constantes Ej^ 
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définies par les équations 

E;=Ea.^;^(EÎ, E|. ...,EÎ„\ 

où *}fk serait une fonction développable suivant les puissances des 
Ej et dépendant en outre des W d'une manière quelconque, ces 
nouvelles constantes E' jouiraient de la propriété la plus impor- 
tante des constantes E, c'est-à-dire que les inconnues seraient 
développables suivant les puissances des 

Ei cos w[., Ei sin tv^.. 

196. Calcul direct des séries. — Dans tout ce qui précède, 
nous nous sommes surtout efforcé d'établir le plus rapidement 
possible la forme des développements ; aussi les formules précé- 
dentes ne sont-elles pas toujours les plus favorables aux calculs 
numériques. Notre principal but dans le Volume suivant sera donc 
de les transformer pour les adapter aux applications numériques. 

En attendant je vais indiquer succinctement un moyen d'obtenir 
directement les séries des Chapitres VII et X. Traitons d'abord le 
problème restreint et reprenons les équations (lo) du n® 126 que 
nous écrirons ici 

Nous avons vu au Chapitre Vil que l'on peut satisfaire à ces 
équations à l'aide de développements procédant suivant les sinus 
et les cosinus des multiples de n arguments 

t*',, w„ ..., «•„, 
en y faisant 

Les équations (12) peuvent alors être remplacées par les sui- 
vantes : 

2d "^^ dwk "" dU ' 
Posons 



^nu 


dLi 

dwk 


— 


■2 


O/lA 


du 
dwk 




dki 


— — 


■2 


ô/lA 




dFo 


dFi 

-^^du 
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nos équations pourront s'écrire 

('4) 
et 

Considérons maintenant la \aleur moyenne des différentes quan- 
tités considérées. Si U est une fonction périodique quelconque 
des iv, développable en série tri gonomé trique, sa valeur moyenne 
que nous désignerons par [U] sera le terme de cette série trigono- 
métrique qui sera indépendant des iv. 

Les L| sont des fonctions périodiques des w; on aura donc 

Les )v| — iVi sont des fonctions périodiques des w] on aura donc 

m- m- <■■--'• 

Si donc nous égalons les valeurs moyennes des deux membres 
dans (i4) et dans (i5), il viendra 

et 

^'"^ ''^^'''^=[di-rndûï 

L'équation (iG) devra être satisfaite d'elle-même, et elle le sera 
en effet, puisque nous savons d'avance que le développement est 
possible. Quant à l'équation (17), elle déterminera 8/?/. 

Voici alors comment devront être dirigées les approximations 
successives. Supposons que nous possédions des valeurs de 
(/i — iy*°»e approximation 

dont l'erreur soit de l'ordre de a"~* ; substituons-les dans le second 
membre de (i4)) l'erreur commise sur 



dV, dLi 



•\ 



P. - I. 22 
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sera de Tordre de jjl""* ; d'autre part ùnk et ^— ^ sont de l'ordre de (x, 
puisque, pour [jl = o, on a 

nj^. = riAj L/ = const. 

L'erreur commise sur 

dFi ^ dLi 

sera donc de Tordre de jjl". 

Donc les équations (i4) nous fourniront pour les L, des valeurs 
de /i'*"" approximation dont Terreur sera de Tordre de [jl". 

Prenons ensuite Téquation (i-) et substituons dans les seconds 
membres, à la place des X/, leurs valeurs de (n — iy'*«« approxi- 
mation et, à la place des L/, leurs valeurs de w**"® approximation. 
Gomme Fo ne dépend que des L/, Terreur commise sur 



VdC\ 



sera de Tordre de [jl" ; Terreur commise sur F| sera de Tordre 
de [jl"~* et par conséquent Terreur commise sur 






sera de Tordre de jjl". L'équation (17) nous fournira donc de nou- 
velles valeurs de o/i/ dont Terreur sera de Tordre de jjl". 

Dans le second membre de (i5), substituons à la place des S/i, 
et des L| leurs valeurs de /i'*™® approximation et à la place des A/ 
leurs valeurs Ae {n — iy*™« approximation. 

dV 

L'erreur sur -,j^ sera de Tordre de [ji", 



dLi 
dF, 
dLi 



» IJl«-l, 



dFx 
^ dLi 
d/.i 

dwk 
dKi 






O/^A^ » f^'S 



car o/iA est de l'ordre de a. 
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L'équation (i5) nous donnera donc pour X, de nouvelles valeurs 
dont Terreur sera de Tordre de [jl". 
Et ainsi de suite. 

197. Passons au cas général du problème des n-f- i corps. Nous 
avons vu au Chapitre X que nos inconnues peuvent s'exprimer en 
fonctions périodiques des 3/i arguments 

Soit encore 

/l|= /l|-h 0/l|. 



Je pourrai alors écrire les équations sous la forme suivante : 



dL, iri ^ dhi \^ , dLi dF^ 






Ta- 



rf«^;. '^ rfîi 



Égalons comme plus haut les valeurs moyennes des deux 
membres de (21), il viendra 

D'autre part le double du coefficient de siniv^ dans le développe- 
ment d'une fonction périodique U quelconque sera [sinwJ^U] et 
il est clair que, si U est périodique, on aura 

Si donc nous égalons les coefficients de sinwj^ dans les deux 
membres de (19) il viendra 

On: substituera dans les seconds membres de (18) et (23) les 
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valeurs de (/i — ly^nio approximation où l'erreur est de Tordre 
de [Ji"~* ; Terreur commise sur L/ sera alors de Tordre de ji.", 

puisque o/?^? yi, 3~^' T't sont de Tordre de [jL(car W/ — L/ est de 

Tordre de [x). 

L'cqualion (aS) nous donnera y]^ et comme le coefficient 



simili. — V 



sur lequel Terreur commise est d'ailleurs de l'ordre de [jl"~* ne 
s'annule pas avec [jl, tandis que le second membre contient y. en 
facteur, Terreur commise sur yj^ sera de Tordre de [jl". 

Dans le second membre de (22) substituons à la place des L/ 
leurs valeurs de {n — ly*"® approximation, et celles de /i'^"»« ap- 
proximation, à la place des autres inconnues, Terreur commise 
sur o/i| sera de Tordre de jjl". 

Dans les seconds membres de (19) et (20), substituons à la 
place des on et des y' leurs valeurs de /i**"® approximation et à la 
place des inconnues celles de (n — 1)'*"®, Terreur commise sur E, 
et Vil sera de Tordre de [jl". 

Enfîn, dans le second membre de (21), substituons à la place 
des 3/1, y', L leurs valeurs de /i'*™® approximation et à la place des 
autres inconnues celles de (/i — i)**"*^. Terreur commise sur \i sera 
de l'ordre de jjl". 

Telle est lafaçon de diriger les approximations successives. 
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198. Théorème sur la classe. — Au n^ 104, nous avons classé 
à divers points de vue les différents termes qui s'introduisent dans 
l'application de la méthode de Lagrange et dont la forme générale 

est 

[1» AORo^"* cos(v^ -h A). 

Supposons que les moyens mouvements étant presque commen- 
surables, les intégrations puissent introduire ce que nous avons 
appelé un petit diviseur. Soit m' l'exposant de ce petit diviseur 
au dénominateur. 

Nous disons alors que le terme considéré est de classe 

m m 

Je me propose de démontrer qu'// n'y a pas de terme de classe 
négative, c'est-à-dire que le nombre 

m m' 
>. '1 

est toujours positif ou nul; et que, dans le développement des 8L/, 
o;/, 0T,|, il est toujours au moins égal à - • 

Pour cela je reprends les équations (9) du n** 106 : 

'^—"/'t"'' 'S—"/'!;'*' '-"/'li'*. 

Je suppose que le théorème ait été établi pour les valeurs de 
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(n — iy»ème approximation et je dis qu'il sera encore vrai pour les 
valeurs de /i'«""« approximation des ôL/, ôX/, 8Ç,-, Stji, valeurs que 
Ton obtient en substituant aux inconnues dans les seconds 
membres des équations (i) leurs valeurs de {n — lyème approxi- 
mation. 

D'après le n** 100, les dérivées partielles de F| qui figurent dans 
les seconds membres des équations (i) seront de la forme 

où B est, à un facteur numérique près, l'une des dérivées partielles 
d'ordre supérieur de F|, dérivée dans laquelle il convient de sub- 
stituer aux inconnues L/, X/, Ç/, r,/ leurs valeurs de première 
approximation 

L?, mt-^ll Ç?, Ti?. 

Quant à OÏL', c'est un monôme entier par rapport à 

oLô oX/, 0$/, or,/, 

OÙ l'on doit substituer, à la place de ces quantités, leurs valeurs 
de (n — lyèine approximation. 

Je dis qu'après cette substitution, \^BOPL' ne contiendra non 

plus que des termes où 

m //i' . 
a ^o. 

•2 1 ~ 

En effet, par hypothèse, tous les termes des valeurs de (/i — iy«'"»«? 

approximation de SL/, SX/, 8$/, ùr\i sont tous de classe positive ou 

nulle. 11 en est de même de B; car pour tous les termes de B, qui 

sont obtenus sans intégration et ne contiennent pas [x en facteur, 

on a 

a = m = /II' = o. 

Le produit de deux termes de classe positive ou nulle est évidem- 
ment aussi de classe positive ou nulle. Donc il en sera de même de 
tous les termes de 

^BOIL'. 
Envisageons les trois premières équations (i); elles nous 
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apprennent que SL,, oÇ/, Syj/ sont de la forme 



±fjt r ^BOWdt, 



L'intégration pourra introduire un facteur /, ou un petit diviseur 
au dénominateur; mais elle ne pourra pas introduire l'un et l'autre ; 
elle n'introduira en effet le facteur t. que s'il s'agit d'un terme 
séculaire pur; elle n'introduira le petit diviseur v©, que s'il s'agit 
d'un terme contenant en facteur cos(vo/+A). Donc, ou bien 
m 4- m' ne changera pas, ou bien m -{-m' augmentera d'une unité. 
Après l'intégration, on multiplie par [jl, de sorte que a augmente 
d'une unité. On aura donc après cette double opération 



m ni' . I 



'À 9. 2 



Le théorème est donc vrai en ce qui concerne les valeurs de /^'*^'"•* 
approximation de oL, ôÇ, St^. La classe de tous les termes de oL, 

3Ç, ôy^ est au moins égale à -• 

Passons à la dernière équation (i) qui nous donne oX/; dans le 
second membre figurent trois intégrales. La première de ces inté- 
grales est de la forme 



ffi 



B DTl' dt. 



Tous les termes de \^B01l,' satisfont à la condition 



m m . 
a ^.o. 

1 >. ~ 



La double intégration peut augmenter m-^-m' de deux unités. 
On multiplie ensuite par [ji, ce qui augmente a d'une unité. On a 
donc finalement 



m ni . 

a i o. 

•2 i ~ 



Tous les termes de cette intégrale sont donc de classe positive ou 
nulle. En ce qui concerne la seconde intégrale 



/ 
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nous remarquons que Ton a encore 



dL 



; =2^011', 



où B est, à un facteur numérique près, une dérivée partielle de F^ 
où les L| ont été remplacées par leurs valeurs de première approxi- 
mation L®, et où DVJ est un monôme du second degré au moins 
par rapport aux SL/. lesquelles doivent être remplacées par leurs 
valeurs de (n — lyèmc approximation. Or ces valeurs ne con- 
tiennent par hypothèse que des termes satisfaisant à la condition 



m m' ^ i 

7, 1 ~ '>. 



Le produit de deux de ces termes sera donc au moins de classe i, 
et il en sera de même a fortiori du produit de plus de deux 
termes; il en sera donc ainsi de tous les termes de OK,'; quant à B, 

c'est une simple constante. Donc tous les termes de ^^BOFc' sont 
au moins de classe i , c'est-à-dire tels que 



a > I. 

1 2 ~ 



Après l'intégration, m-^- m! pourra augmenter d'une unité, mais 

on aura encore 

m m' \ 



•2 1 ~ 9. 



Passons à la troisième intégrale ; elle est de la forme 

|ji r^BOTL'df, 

c'est-à-dire de même forme que les seconds membres des trois 
premières équations (i); tous ses termes satisfont donc à la con- 
dition 

m m* ^ I 

Donc tous les termes de SX, sont de classe positive ou nulle. 

C. Q. F. D. 

199. Comment formera-t-on l'équation qui nous donnera tou? 
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les termes de classe nulle du développement des o\ et lous les 
termes de classe - du développement des oL/, S;/, or,/? 
Soit Vo le petit diviseur envisagé; on aura donc 



les nj seront les moyens mouvements et les Ay seront des entiers 
choisis de telle sorte que v© soit très petit. 

Je dis d'abord que tous les termes de classe - du développement 

des SL, 85î St) seront de la forme 

p étant un entier, et qu'il en est de même de tous les termes de 
classe o du développement des 5X. 

En elTet, supposons que cela soit vrai en (n — lyèmc approxi- 
mation, je dis que cela sera encore vrai en n'*-''"*^ approximation. 
Pour cela nous nous servirons des trois premières équations (i) 
qui peuvent s'écrire, ainsi que nous l'avons vu au numéro précé- 
dent, 



(3) 8 



L, ol OTî = jx f^BDTCdl. 



Il faut dans les seconds membres remplacer les inconnues par 
leurs valeurs de (n — i)ièmc approximation. Considérons un terme 

quelconque de \^B,*)n'; que faut-il pour qu'il nous donne un 

terme de classe - de 2L, 8Ç ou 8yj? 1** Il faut d'abord qu'il soit de 

classe zéro ; 2" Il faut ensuite que sa classe diminue de - par l'inté- 
gration pour augmenter ensuite de i quand on multiplie par [jl. 

Comme tous les termes de B sont de classe zéro, il faut que le 
terme envisagé de OK.' soit de classe zéro; or, comme les termes de 
classe zéro sont [ en (n — 1)*®"® approximation] tous de la forme (2), 
il est clair que ce terme envisagé de DÏL' devra être de cette forme. 

Soit donc B| le terme envisagé de B, 0\L\ le terme envisagé 
de DK\ et 

dt 



Il jBiO\l\ 



le terme correspondant de 8L, 8ç ou ùT^. 
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D'après ce que nous venons de voir, DTL^ est de la forme (2), 
c'est-à-dîre que l'on a 

0ÏL[ = AjJi»/"» cos( pvof -h A) (P entier). 

Soit 

B| OIV; = C [x«^'« cos(v^ -h /t'), 

si V n'est pas nul, l'intégration introduira le diviseur v; pour que 
la classe diminue de -> il faut que v soit un multiple de Vo, c'est- 
à-dire que l'on ait 

V = YVo (7 entier); 

si V est nul, l'intégration introduira un nouveau facteur t et la 
classe diminuera de -• 

Si donc nous voulons que la classe diminue de - par l'intégra- 
tion, il faut que nous ayons 

Y étant un entier positif, négatif ou nul. 
Alors B| sera de la forme 

(4) Bi = Kcos(Svo/-+-A'), 

k et h" sont des constantes et 8 est un entier égal à ^ i y. Nous 
n'aurons d'ailleurs dans B| ni facteur [jl, ni facteur /; en efl'et B 
est une des dérivées de F| où l'on remplace les L, Ç, y[ par des 
constantes, les X/ par /i/^-f-X". Il ne peut donc ainsi s'introduire 
-ni facteur tj ni facteur [jl. Nous pouvons écrire 

OÙ H dépend des L, des ç et des tj, et où les pj sont des entiers. 
Soit DF| une dérivée partielle d'ordre quelconque de F|, multi- 
pliée par un facteur numérique. Il est clair que le développement 
de DF| sera de même forme que celui de F^ et, si un terme de F| 
contient en facteur l'une des lignes trigonométriques de l'angle 

^/?yXy, le terme correspondant de DF| contiendra également 

en facteur l'une des lignes trigonométriques du même angle 
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zl Pi^j' ^^ ^"^^ donc 

où H' est (de mémo que H) une fonction des L, des Ç et des r,. 

Pour avoir B, il faut remplacer dans DF| les inconnues L,, Ç|, 
71/, \i par L^?, Ç", 7i", w,-^-|-)"; on trouve ainsi 

où H^ est ce que devient H' pour L/= L", Ç,= 5", yii= yi® (HJ^ est 
donc une constante); de plus on a 

Les seuls termes de B que nous ayons à considérer (parce qu'ils 
sont les seuls qui puissent nous donner dans 8L, S^, St^ des termes 

de classe -j sont ceux qui sont de la forme Bj dans l'équation (4)? 

c'est-à-dire ceux où v = ov©, 3 étant entier. 
Nous devrons donc avoir 

V =2/?yny= 5vo= 0^ kjnj) 

d'où 

pj^l.kj, 

8 étant un entier. 

Ainsi nos entiers pj doivent être des équimultiples des entiers kj 
qui correspondent au petit diviseur Vq. 

Donc on n'a à envisager dans F| que les termes où figure un 

argument 2uPi^J V^^ ^^^^ multiple de l'argument ^^kfkj qui 

correspond au petit diviseur. 

Je désignerai cet argument par une lettre spéciale en posant 



e 



= 2^yV 



Si donc nous envisageons la fonction F|, ceux de ses termes qui 
contiennent un facteur trigonométrique dont l'argument n'est pas 
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multiple de 9 devront être rejctés, car ils ne peuvent jouer aucun 
rôle dans le calcul des termes de classe - de 5L, SE, o'/i. 

On ne devra conserver que les termes indépendants des X, c'est- 
à-dire ceux qui ne contiennent aucun facteur trigonométrique 
(c'est l'ensemble de ces termes que nous avons appelé R aux Cha- 
pitres VIII et IX) et en outre ceux qui contiennent un facteur 
trigonométrique dont l'argument est multiple de 6. 

Nous désignerons par W Tensemble des termes conservés. 

D'autre part le terme BiOll'^ nous donnera dans le second 
membre des équations (3) un terme 






dont l'argument sera 8vo t + A" et dans cet argument le coefficient 
de t sera Sv© et par conséquent multiple de v©. 

Le théorème énoncé est donc vrai en /i'^°*« approximation pour 
8L, S;, Stj. 

Passons à SX, qui nous est donné par la dernière équation (i). 
Dans le second membre de cette équation, je substitue les valeurs- 
de (/i — iy'«mc approximation; j'aurai ainsi les valeurs de n**"* 
approximation de SX et je me propose de montrer que les termes- 
de classe zéro de cette valeur dépendent encore d'un argument 
multiple de v©^. 

D'après le numéro précédent les deux dernières intégrales du 
second membre de cette dernière équation (i) ne peuvent nous- 

donner que des termes de classe - • Il nous suffira donc de consi- 

dérer la première intégrale et d'écrire 

(5) ô>/=[iyc,)i Ç dt f'^dt, 

^" «/A »/a 



, dX, 



qui est encore de la forme 



ax, = iJL^ ^'^ff^ ^^^' ^'• 



Ici encore, pour obtenir un terme de classe zéro de SX/, il faut 
partir d'un terme de classe ^e/o de B^t'; il faut ensuite que ia 
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classe soit diminuée de i par la double intégration pour augmenter 
«ensuite de i par la multiplication par [jl. 

Or, pour que la classe diminue de i par la double intégration, 
îl faut que le terme envisagé ait un argument multiple de v^^. 

Donc les termes de classe zét'O de oa, en /2'«™e approximation ont 
encore un argument multiple de Vo^. c. q. f. d. 

200. L'équation (5) peut s'écrire 

D'autre part, nous avons vu que, dans le calcul des termes de 
classe - de oX, 8Ç, Sr^, on peut remplacer la fonction F| par la 
fonction W de sorte que les trois premières équations (i) deviennent 



c 






d'où 



dLj __ dùL, _____ d^ 
dt ~ ^dF '""^ dli' 

d\i __ dù^i __ dW 
dt ~' dt ~ ~ '^ ^ ' 

dr^i __ dùr^t _ d^V 

'di " ^lïF ~~ '^^' 



dXi doX,- 

-di = '^'-^ -dT 



= /tf-h^C//, oLa, 



ou 



'^' = n,'-^'^Ca(U^Ll). 



dt 

Ce n'est pas lout. Quand on veut obtenir un terme de classe - 

dans oL, 55, St^, il faut, comme nous l'avons vu au numéro pré- 
cédent, partir d'un terme de classe zéro dans DXL', 

Or flXL' est un monôme entier par rapport aux oX, SL, o$, otj. 
Pour obtenir un terme de OR.', on prendra un terme dans chacun 
des facteurs de ce monôme et l'on fera le produit. La classe du 
produit sera la somme des classes de tous les termes que l'on aur.i 
xiinsi multipliés l'un par l'autre. 

Pour obtenir un terme de classe zéro de OU', il ne faut donc 
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prendre dans chacun des facteurs que des termes de classe zéro. 
Or 5L, 8$ et ù't\ ne contiennent pas de termes de classe zéro, mais 

des termes de classe - au moins. Pour obtenir les termes de classe 

2 

zéro de OÎL', il suffira donc de faire 

oL = oÇ = or^ = o 

et de réduire les SX à leurs termes de classe zéro. 
Soit donc 

"^'^ (^)o' (^/o' (^rT/jo 



ce que deviennent 



^, 



dyv d^' d^' 



» ~~»ï~ > 



quand on y fait 
c'est-à-dire 



dki d\i dr^i 
oL = 0$ = Ô7J = o, 

Li=L?, Ç/=Ç?, îi/=îl?. 

On aura évidemment 

(dw\ ^ d^ 

Nous venons de voir que, dans le calcul des termes de classe - 

de oL, oÇ, or,, nous pouvons dans les seconds membres des équa- 
tions (3) faire SL = oÇ = 8?) = o. 
Nos équations deviennent alors 

dLi dWo d^i /dW\ dra /dn^\ 

(^^) -dt—^^-dh' dï=-nd^Jo' -dt^^KWi) 







Posons maintenant 

Go représente une constante quelconque, le premier signe ^ se 

rapporte à tous les indices «*, le second à tous les indices i et A", en 
distinguant C/a et Cai. On a alors 
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et par conséqucnl 

, ^ dli d^o 



dt dVài 



des A 
la 



Comme <t>o ne dépend que des L, et que ^o ne dépend que des 
(puisqu'on y a fait L,= L^, Çi= Ç®, 7i,==7)®), réquation (7) et 
première équation (6) prennent la forme canonique 

(R\ rfL^_ d(^o-hixWo) dkj _ d(^o^^W^) 

^ dt " d\i ' dt "" dLi 

201. Les équations (6) et (7) nous donnent tous les termes de 

(lasse - des L, Ç, r^ et tous les termes de classe zéro des 8X, et 

etles n^en donnent pas d^ autres. Cela tient à ce que nous avons 
pris soin de supprimer dans nos équations tout ce qui aurait été 
susceptible de donner des termes de classe plus élevée. 

Si nous n'avions pas pris ce soin nous aurions pu arriver égale- 
ment à d'autres systèmes d'équalions analogues, par exemple, au 
suivant 



i9) 



\ dt " dA 

j d\ _ d(Fo-i-ii^*) 
\ dt " dL 



d\ 


d(Fo^li^') 


dt "" 
dri 


dr, 


dt ~ 


^ï 



En intégrant les équations (9) nous trouverions encore tous les 

lermes de classe - de L, 5,7^, tous les termes de classe zéro de SX; 

mais nous en troublerions encore d^ autres. 

Pour passer des équations (9) aux équations (6) et (7) que 

faut-il faire? Il faut remplacer Fq par <t>o; en outre, dans deux des 

équations (9) il faut remplacer W par ^o et dan^ les deux autres 
dW dW /dW\ /d^'\ .^ . ,, 

lâ'd^P^' (-d^)o' [d^Jo On^oacinelon^ 

Fo = <ï>o-t-*; 

en remplaçant F© par <t>o, nous supprimons donc les termes qui 
dépendent de <t>, c'est-à-dire la seconde intégrale du second 
membre de la dernière équation (i); intégrale qui, nous Favons 
vu, ne peut nous donner que des termes de classe supérieure à 
zéro. 
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d^ dW /d^^\ /d^\ 



De même remplacer W par 4^oî ou --^t* ~T~ P^^ ("TT/ ' \~T~ ) 

dans les équations (9), cela revient à faire 8L = 0; = or, = o dans 
les termes provenant des dérivées de ^'. Or nous avons vu que les 
termes provenant de ces dérivées et dépendant de oL, oÇ, or,, ne 

peuvent nous conduire qu'à des termes de classe supérieure à-- 
202. Dans le cas du problème des n corps, nous avons 

les M| étant des constantes qui ne dépendent que des masses. On 
a alors 

"'=(17)"'' ^"="047' ^'■*^° ^'^'^■^- 

Il vient donc 

Dans le cas du problème restreint (c/n" 123) nous avons trouvé 
pour Fq, qui joue le rôle de F©, 

OU, en supprimant les accents devenus inutiles et remplaçant 0', 
par L2, c'est-à-dire en reprenant les notations du n° 126, 

Fo = - ^ 4-/i,(L,— Li); 

d'où 

Ml 

Cii = — TTTTv' Cit= Gjj = C2j= o. 

Il viendra donc 

Telle est la forme de la fonction ^(^ dans les deux cas que nous 
avons à examiner. 
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203. Principe de la méthode de Delaunay. — Les équations (6) 
et (7) peuvent s'intégrer facilement. Remarquons en effet que ^0 
ne dépend que des L/ (c'est d'ailleurs un poljnome du second 
degré par rapport aux L/); au contraire ^^o ne dépend que de 



e 



2^>v 



En effet, nous avons obtenu W en supprimant dans F^ tous les 
termes dont l'argument ^^Pj^^j n'était pas multiple de 6. Donc W 
est fonction seulement de 

et il en est de même des dérivées 

dW dW 
d^i' dr^i' 

Nous avons obtenu ensuite 

en remplaçant dans 

' d\i' dra 

les inconnues L/, $/, 7^/ par les constantes L^^, Ç", r^". Donc 

ne sont plus fonctions que de 6. 

Examinons maintenant les équations canoniques (8). Nous 
voyons que l'on a 

d{^^-\-^w^) _ dj^^-^^yy^) _ d^o 
dh "" ' 5ë -'"'^'iK' 

d'où 

jt_ dLi _ i dLj _ _ I d\.n __ fi^^o 

kx~dt ~ k^ dt ^ "3r "" "■ ^ "50"* 

Cela nous apprend déjà que 

'kl kj 

P. - I. 23 
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est une constante; je pourrai mettre le résultat sous une forme 
plus symétrique en introduisant une variable auxiliaire U et en 
écrivant 

(10) L,-A:/U = L?, 

L° étant une constante; je puis, en effet, définir la variable auxi- 
liaire U de telle façon que sa valeur initiale soit nulle. 

Nous avons ensuitie l'intégrale des forces vives relative aux équa- 
tions canoniques (8); elle s'écrit 

(il) <ï>o-h fxVo = const. 

Dans ^Q nous devrons remplacer les L/ par leurs valeurs tirées 
de (lo) de sorte que <t>o deviendra un polynôme du second degré 
en U ; comme ^o ^^ dépend que de 9, Téquation (i i) nous donnera 
une relation entre U et 8. Nous avons ensuite 






qui nous donne une relation entre -rj et U, et par conséquent une 

relation entre -j- et 8. 

ctt 

Quelle est la forme de cette relation? Soit 

*o = A-h2BL -hCU*, 

A, B et C sont des constantes. Soit A -|- H la constante du second 
membre de (i i), il vient 

CU*-+-2BU = H- \lW^\ 



d'où 



D'autre part 



d'où 



et enfin 



eu -h B =v/B«-+- HG — fiCVo. 






= 2/B«-+-HC — fiGV( 






J 2i/B»^ 



2v/B»-hHG — fiG^o 
Comme le radical ne dépend que de 8, nous avons la relation entre 
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6 et ^ par une simple quadrature. Nous aurons donc 8, U et L/ en 
fonction de t. Nous avons d'autre part 

dt "^dLi" 

le second membre est une fonction des L/ et par conséquent de U, 
c'est donc une fonction connue de /, de sorte que nous aurons X 
par une simple quadrature. On peut même remarquer que le second 
membre est un polynôme du premier degré en U, de sorte que nous 
aurons entre les X/ des relations linéaires. 
Nous aurons enfin 

dt " ^W^//o' dt "^UÇ//o' 

Comme les seconds membres sont des fonctions de 8 seulement, 
ce seront des fonctions connues du temps ^, de sorte que nous 
aurons les Ç/ et les r^/ par de simples quadratures. 

204. Tel est le principe de la méthode de Delaunay; on voit 
qu'elle nous permet de calculer très simplement la somme des 

termes de classe minimum, c'est-à-dire des termes de classe - 

2 

pour L, Ç, Tj, de classe zéro pour X. On voit en outre que cette 
méthode consiste essentiellement à supprimer dans F| les termes 
de courte période, c'est-à-dire ceux qui dépendent d'un argument 

\^/?/X|, où les entiers pi ne sont pas des équimultiples des ki^ et à 

n'y conserver que les termes de longue période, ou les plus impor- 
tants de ces termes. 

Il est aisé de comprendre l'importance de ces termes de classe 
minimum. Il arrive quelquefois que le rapport des moyens mouve- 
ments est presque commensurable ; c'est ce qui arrive par exemple 
pour Jupiter et Saturne, planètes pour lesquelles ce rapport est 
voisin de |; c'est ce qui arrive pour certaines petites planètes dont 
le moyen mouvement est presque le double, ou à peu près une fois 
et demie celui de Jupiter; la plus importante de ces planètes est 
Hécube. 

Les termes de classe minimum ont alors de grands coefficients à 
cause des petits diviseurs introduits par l'intégration. La période 
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de ces termes est longue, et souvent de plusieurs siècles. La période 
des termes, dépendant des arguments (v', par exemple celle des 
termes calculés au Chapitre VIII, est beaucoup plus longue encore 
et se compte par centaines de siècles. 

Que devons-nous conclure? Si Ton veut prévoir à courte 
échéance, c'est surtout au terme d^ordre inférieur qu'il faut 
attacher de l'importance; si l'on veut prévoir à échéance assez 
longue, il faut calculer tous les termes de classe inférieure : c'est 
ce que nous venons d'apprendre à faire dans le numéro précédent. 
Si enfin on veut prévoir à très longue échéance, il faut calculer les 
termes de rang inférieur, ainsi que nous l'avons fait aux Cha- 
pitres VIII et IX. 

20o. La méthode de Delaunay peut d'ailleurs s'appliquer dans 
des cas beaucoup plus généraux. Soient des équations canoniques 

dt " dïi' ~dt ~ d\.i' 

où F est une fonction des L et des A, qui ne dépend des A que par 
la combinaison 

Je la suppose d'ailleurs périodique par rapport aux X. En d'autres 
termes, la fonction F est développable suivant les cosinus et les 
sinus des multiples de 6, et les coefficients de ce développement 
ne dépendent que des L. On trouve encore 

U étant une variable auxiliaire et L" une constante. On a l'inté- 
grale des forces vives 

F = const. 

qui nous donne une relation entre U et 8. On trouve ensuite 

dt '^ Zà^dLj' 
d'où 



=./ 



2: 
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Comme la quantité sous le signe / ne dépend que de 6 et de U, 

et que U est lié à 8 par Téquation des forces vives, cette quantité 

sous le signe / est une fonction connue de 8, de sorte que l'on 

obtient t par une simple quadrature. 

Donc 9, U et par conséquent les L/ peuvent être regardés comme 
des fonctions connues de t. Dans les équations 

dt ~~ d\.i 

le second membre qui ne dépend que des L et de 8 sera aussi une 
fonction connue de t^ de sorte que nous aurons X/ par une simple 
quadrature; et l'intégration est achevée. 

206. Application à Hécube. — Le meilleur exemple d'applica- 
tion de la méthode de Delaunay que nous puissions choisir est 
celui de la planète Hécube. Cette petite planète, dont le moyen 
mouvement est sensiblement le double de celui de Jupiter, a été 
l'objet de travaux nombreux parmi lesquels nous citerons la thèse 
de M. Simonin. 

Je choisirai les unités de telle façon que la longitude moyenne 
de Jupiter soit égale à t', et j'appellerai R une fonction égale à la 
masse du Soleil divisée par la distance du Soleil à Hécube, plus la 
masse de Jupiter divisée par la distance de Jupiter à Hécube, 
moins le demi-carré de la vitesse d'Hécube. 

Je désigne par L la racine carrée du grand axe de l'orbite 
d'Hécube, et je pose 



G = L/i — e', = G cost, 

€ et / étant l'excentricité et l'inclinaison de cette orbite. 

Je désigne par /, ^ et 9 l'anomalie moyenne, la distance du 
périhélie au nœud et la longitude du nœud. Dans ces conditions, 
les équations sont canoniques et s'écrivent. 

dL_ dK dG _ d^ de _ rfR 

dt ~' di' dt ~~ dg* dt ^ d^' 

lf^-_f^ ^-_^ ^-._?f5 

( dt" dh' dt " dG' dt " de' 
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La fonction R dépend des six variables L, G, 6, /, g^ et de /. 
Ces équations prennent une autre forme si, par une analyse toute 
pareille à celle du n" 123, on pose 

F = R-f-e 

et, si l'on prend pour variable H — t au Heu de 8, elles deviennent 
alors 



(^) 



dL dF 


dG dF 
dt ~ dg' 

dg dF 
dt "" dG' 


de dF 


dt " dl' 

dl dF 
dt dh' 


dt ~ d{B — t)* 
di^ — t) dF 

dt ~ de' 



Dans ces conditions, F est regardé comme fonction des six 
variables L, G, 6, /, ^, 9 — t, et de t. Mais nous devons observer 
que, si Texcentricité de Jupiter était nulle, F ne dépendrait plus 
de ^, mais seulement des six premières variables. 

Nous allons maintenant changer de variables. Supposons que 

le rapport des moyens mouvements soit très voisin de > 

n étant un entier qui pour Hécube sera égal à i . Nous poserons 

X=z l-\- g-\-b — ty s= — w/— (/iH-i)^— (/i-i-i)(6 — ^), 

T= — ni — n^ — (//-hi)(8 — t)j 
U =L-h/iS-+-/iT, S=L — G, T = G~e. 

On constate aisément que l'on a identiquement 

L/-i-G^-T-e(e — o= ux-f-s*-+-TT 

et par conséquent 

Ldl-^Gdg-hed{^-'t)=l] dk-h-Sds-hTd-:, 

ce qui prouve qu'avec les nouvelles variables les équations res- 
teront canoniques et s'écriront 



(3) 



d\] dF 
dt ~ dk' 


é/S dF 
dt" ds' 


dt" dl' 


dX dF 
dt " rfU' 


ds dF 
dt~ <f S ' 


dl dF 
dt " dT' 



Voyons quelle est la signification de ces nouvelles variables. 
D'abord A représente la différence des longitudes moyennes. 
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D'autre pari, 

^* _ ,, ^^ (^^,\(^^ ^^ .^ d-z _ds d^ 

di-'-''d't "^"-^'^-dt-^di^')^ Tt-dt^dF' 

^ dg ^ d% . ^ . ^. ^ dl , . . , /i-f-i 

Comme -77 et -7- sont très petits et -r- très voisin de y on 

dt dt ^ dt n 

voit que -t: ^^ -jj sont très petits. 

S est de Tordre du carré de l'excentricité et T de l'ordre du 
carré de l'inclinaison. 

Comme S et T sont petits, (T différera peu de la racine carrée 
du grand axe. 

Je désignerai par /' et m' l'excentricité et le périhélie de Jupiter, 

et je poserai 

V ■= /iX — / -f- ny'. 

Comme —r- est nul, ou du moins très petit, on aura 



dt 



dv dX dl 

dt='''Tt''-"dt-''^'^ 



dv . , . 

ce qui montre que -3- est aussi très petit. 

Posons maintenant 
j? = v/'2Scos5, j^ = /2Ssin5; Ç=v/'2Tcost, Tjrs/aTsinT. 

Comme 

X dy — S ds^ \dr^ — T c^x 

sont des différentielles exactes, les équations resteront canoniques 



!t S écriront 








^ d\} dF 
\ dt '' dl' 

^- j cfk dF 
\ dt " dV' 


dx 
dt "" 


dF 

dy' 


di dF 
dt "" dr^ 


dy _ 
dt 


dF 
dx 


drt dF 
dt "" d^ 



207. Forme de la fonction perturbatrice. — La fonction F est, 
comme on sait, développable, suivant les puissances de ecos/, 
es'inl, icos{l -h g)^ is\n{l-i- g)^ e' cos(t — tît'), e'sin(/ — w') et 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de la différence des 
longitudes moyennes X, les coefficients du développement dépen- 
dant encore des grands axes, c'est-à-dire de L. Mais on voit 



36o CHAPITRE XIII. 

aisément (c/. n°* 63 et suiv.) que e cos /= e cos[5 4- (/i -+- 1 ))i], e sin /, 
/cos(/-f-^) = «cos[/ + (n 4- i))^], £ sin(/-t-^) sont dévelop- 
pables suivant les puissances de x, y^ Ç, tj et les cosinus et sinus 
des multiples de X; que d'autre part 

e'cos(/ — ?ij') = (e'cosi'}cos/iX -i-(c'sint' ) sin/iX, 
e' sin(/ — 0)') =(e'cosi') sin /iX — (c'sint')cos/iX. 

On conclura que F est développable suivant les puissances de a?, 
y^ Ç, 7i, ^'cosi', e'sinw' et suivant les cosinus et les sinus des mul- 
tiples de X. Les coefficients du développement dépendent encore 
de L = U — /iS — /iT; ces fonctions de L peuvent être déve- 
loppées par la formule de Taylor suivant les puissances croissantes 
de n(S -f- T), c'est-à-dire de 

de sorte que finalement F procédera suivant les puissances de x^ 
y y Ç, 7i, e'cosi', ^'sini', cos/? A, sinp'k, les coefficients du dévelop- 
pement ne dépendant plus que de U. 

J'observe maintenant que, par raison de symétrie, F ne doit pas 
changer : 

1*^ Quand on change Ç et tj en — ^ et — tj. 

2° Quand on change^, y^ et p en — r, — y; et — i^. 

Cela montre qu'un grand nombre de termes ne doivent pas 
figurer dans le développement. 

Voyons maintenant quels sont, parmi ces termes, ceux qui sont 

à courte période. Ce sont les termes qui contiennent X en dehors 

1 , . . /-i ds di dv 

des combinaisons 5, t ou r. L-ar nous avons vu que ^7» 37' 777 sont 

très petits, tandis que -j- est fini. 

Si, conformément à l'esprit de la méthode de Delaunay, nous 
supprimons ces termes à courte période, nous pourrons dire 
que F est développable suivant les puissances de x^y^ Ç, t;, ^'cosr, 
^'sinp, les coefficients dépendant seulement de U. 

Si nous négligeons, comme M. Simonin, les termes qui con- 
tiennent en facteur : 
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et si nous supprimons les termes qui doivent être nuls en vertu de 
la symétrie, nous trouverons 

i F = A-hBa7H-Ga7*-i-D^»-l-EÎ«-f-Hy,» 

(5) \ 

A, B, C, D, E, H, K, L, M sont des fonctions de U. 

Je remarque d'abord que F dépend encore de A indirectement. 
Car F est supposé exprimé en fonction de U, X, x^ y, Ç, tj et 
de ^; ici F dépend de U, x, y, Ç, tj et i' = /iX — / -f- m'. C'est par 
l'intermédiaire de i^ qu'il dépend encore de X et de t. 

Si l'on suppose que l'on néglige la masse de Jupiter, on aura 
simplement 

OU, en négligeant les carrés de S et de T, 

- ^ïr« ^ ^ ^ VU"» ~ '^ "7 '^ ' 

de sorte que si l'on pose 

A = Ao-h/nAi, B = Bo-l-/nBi, ..., 

m étant la masse de Jupiter et Ao, A», ... étant des fonctions 
de U indépendantes de cette masse, on aura 

(6) )'^«=lîji^^- Go=Do=E.= H„=i(^,-«_.), 
( Bo = Ko = Lo = Mo = o. 

208. Méthode de Delaunay. — Comme première approximation, 
nous allons supposer 

e' = Ç = r^ = o. 

Dans ces conditions, F ne dépend plus que de x^ de y^ et de U. 
On peut alors pousser l'intégration jusqu'au bout par la méthode 
de Delaunay. Nous n'avons d'ailleurs aucune raison de négliger 
les termes de degré supérieur en x et en y. 
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On trouve immédiatement deux intégrales 

U = const., F = const., 

car F ne dépend ni de X, ni de ^ 

Considérons donc x el y comme les coordonnées d'un point 

dans un plan, U comme une constante donnée et construisons les 

courbes 

F = G, 

en faisant varier la constante C. 

Si Ton supposait m = o, il viendrait 

F = -p ^ ^ -4- U - ^^-^ (x^-^y^) 



[u-^(^«+7')J* 



et nos courbes se réduiraient à des cercles concentriques ayant 

pour centre l'origine. 

On doit faire une attention toute spéciale aux points pour 

lesquels on a 

dF dF_ 

dx ~~ dy ~~ ' 
et, par conséquent, 

X = const., y = const. 

Ces points correspondent aux solutions périodiques. 

Dans le cas de m = o, ces points sont les suivants : l'origine 

X =y = o qui correspond à une orbite circulaire, et tous les 

points du cercle 

d¥ n 

aS {u — /i S )» 

qui correspondent au cas où le rapport des moyens mouvements 
est rigoureusement égal à 

L'équation -^^ = o peut, suivant la valeur de U, ne pas avoir 

de racine positive, ou en avoir une; nous nous supposerons placés 
dans ce dernier cas. 

Nous remarquerons alors trois points, à savoir l'origine O et les 
deux points d'intersection A et B de l'axe des x avec le cercle 

rfF 
dS^""' 
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(Passons au cas où m ii'e^t pas nul, mais 1res petit. Les deux 
équations 

peuvent être remplacées par les suivantes : 



auxquelles correspondront divers points sur l'axe des x. Comme m 
est très petit, ces points seront très voisins des positions O, A, B 
qu'ils occupaient pour m ^ o. 

Nous aurons donc trois points, C voisin de O, A' voisin de A, 
B' voisin de B, qui correspondront à trois solutions périodiques, 
la première de la première sorte, les deux autres de la seconde 
sorte. 

Les courbes F =; C présenteront alors la forme représentée sur 

la ligure i. Les courbes sont numérotées I, 2, 3, -i, a, 6. On 

Fig. 3. 



remarquera que I et 2 sont des courbes fermées entourant le 
point C; que 3 et 3 forment par leur réunion une sorte de limaçon 
de Pascal ayant le point A' pour point double ; que 4 est une courbe 
l'eruiéc entourant le point B'; enfin que 6 est une courbe fermée 
entourant les trois points A', B', C. 

Le point représentatif x, y décrit une de ces courbes et sa 
vitesse a pour composantes -t-> — j—; ^"^ ^sl donc inversement 
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proportionnelle à la dislance normale de deux courbes inlîniraent 
voisines. Le sens de cette vitesse dépend du sens de la normale 
suivant lequel les F vont en croissant. 

Les courbes 1, 2 et 3 seront donc décrites dans le sens des 
aiguilles d'une montre, par exemple; les courbes 4, o et 6 dans le 
sens inverse. D'ailleurs, tandis que le point .r, y fera une infinité 
de fois le tour des courbes 1, 2, i et 6, il ne parcourra qu'une 
seule fois les courbes 3 et d en allant du point A' au point A' dont 
il sera infiniment voisin tant pour /= — oo que pour /=-|-oo. 
La courbe 4 correspond au cas de la llhration. 

Nos courbes fermées diflereront peu de circonférences. 

Rappelons que les coordonnées polaires du point x^ y sont ^/^S 
et s. Or on voit aisément que, quand on parcourt une de nos 
courbes, S atteint son maximum et son minimum sur l'axe des x 
et que la difl'érence entre ce maximum et ce minimum est en 
général de l'ordre de /w, sauf pour les courbes 3, l, 5 ou pour 
les courbes peu différentes de 3 ou de 5, pour lesquelles cette 
différence est de l'ordre de ^/n. 

Parlons maintenant des variations de l'angle polaire s. Nous 
voyons qu'en général, quand le point x, y décrit une de nos 
courbes, s varie de o à 27c ou de 2 7r à o. Il y a exception pour la 
courbe 1 et pour la courbe 4 qui laissent l'origine O en dehors. 

Pour ces courbes, l'angle s oscille autour de o. 

Mais les deux cas sont bien différents; dans les deux cas, on 
a rigoureusement la relation suivante : le moyen mouvement 
d'Hécube est égal à deux fois le moyen mouvement de Jupiter 
moins deux fois le moyen mouvement du périhélie d'Hécube (je 

suppose que /i = i, comme cela a lieu dans le cas d'Hécube). 

ds 
Cette relation signifie en effet que la valeur moyenne de --r. est 

nulle. 

Mais on sait que le mouvement du périhélie est de l'ordre des 
masses à moins que l'excentricité ne soit elle-même de l'ordre 
des masses; car, si l'excentricité est très petite, il suffit d'une très 
faible perturbation pour déplacer beaucoup le périhélie. Or, dans 
le cas de 4, l'excentricité est finie, le mouvement du périhélie 
est de l'ordre des masses, de sorte que le rapport des moyens 

mouvements est égal à 2 := à des quantités près de l'ordre 
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des masses. On a une véritable libration. Dans le cas de 1, au con- 
traire, Texcentricitë étant petite, le mouvement du périhélie est 
fini, de sorte que le rapport des moyens mouvements n'est pas 

voisin de 2 = ; il n'y a pas de libration. 

209. Influence de l'inclinaison. — Les équations qui donnent 
les variations de l'inclinaison prennent la forme très simple 

E et H doivent être regardés comme des constantes, puisque 
U = const. L'intégration est donc immédiate. 

J'ai dit que Ton avait U = const.; et, en effet, si je tiens compte 
de l'inclinaison, mais que je continue à négliger l'excentricité de 
Jupiter et les termes à courte période, F dépend seulement de U, 
j", j'^ 5, ri, mais ne dépend ni de A, ni de / ; on a donc 

dF 

-p- =0, U = const., F = const. 

210. Calcul de X. — La différence des longitudes moyennes 
de A se calculera par une simple quadrature. 

On trouve en effet 

(8) ^ = - ^^ =- A- B'x - C'x^+ D>2- EÇt- H'r,«, 

A\ B', ... désignant les dérivées de A, B, . . . par rapport à U. 
Comme U est une constante, les coefficients A', B', ... sont aussi 
des constantes; quant à .r, y, $, r^, ce sont des fonctions connues 
et périodiques du temps. Cela résulte, pour x et y, de ce fait que 
les courbes F = C sont fermées, et pour $ et y| de la forme des 
équations (7). 

Le dernier membre de (8) est donc une série trigonométrique 
dont la quadrature est immédiate. Le terme tout connu de cette 
série représentera alors le moyen mouvement de \. 

M. Andoyer a poussé l'approximation plus loin en tenant 
compte des puissances supérieures de œ et de y. Je ne puis que 
renvoyer à son Mémoire dans le Tome XX du Bulletin astrono- 
mique, 

FIN DU TOME I. 
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